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PREMIÈRE THÈSE. 



SUR LA 



GÉOMÉTRIE NON EUCLIDIENNE. 



AVANT-PROPOS. 



Dans la première Partie de ce travail, j'expose une méthode nouvelle 
pour établir les formules fondamentales de la Géométrie non eucli- 
dienne, en partant de cette remarque que : 

Si l'on désigne par L une longueur arbitraire, il existe un nombre cor- 
respondant X tel que, dans tout quadrilatère ABCD qui a trois angles 
droits A, B, C, on ait 

on en déduit immédiatement la relation qui existe entre les trois côtés 
d'un triangle rectangle et, par suite, toutes les autres formules. 
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Je n'ai pas cru devoir employer les procédés du Calcul infinitésimal, 
qui masqueraient l'enchaînement des raisonnements géométriques, 
sans apporter de simplifications notables. 

En outre, je me suis astreint à la condition de ne raisonner que sur 

des figures que l'on sache construire. 

G. I 
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Cette condition, qu'Euclide s'est imposée comme une règle in- 
flexible, n'est plus guère observée aujourd'hui; on a été jusqu'à dire 
(]ue c'est une pure règle de jeu indigne de la Géométrie (*). 

il semble pourtant qu'elle soit indispensable si l'on veut réduire au 
minimum le nombre des postulats qu'on est obligé d'admettre sans 
démonstration. 

En effet, la possibilité des constructions qu'on effectue avec la règle 
et le compas repose uniquement sur quatre hypothèses parfaitement 
définies : 

1/* Par deux points on peut faire passer une droite; 

2*' On peut tracer un cercle ayant pour centre un point donné et 
pour rayon une longueur donnée; 

3** Une droite qui rencontre le périmètre d'un polygone en un point 
autre que l'un des sommets le recoupe en un ou plusieurs autres points; 

/j" Deux lignes droites, ou deux cercles, ou une ligne droite et un 
cercle se rencontrent, si l'une de ces deux lignes a des points situés 
de part et d'autre de l'autre. 

Au contraire, si, comme Lobatschewsky et Bolyai, on considère des 
figures que Ton ne sache pas construire, par exemple, des droites pa- 
rallèles (^), des horicycles, des horisphères, etc., on est obligé ou 
d'admettre l'existence de toutes ces figures comme autant d'hypo- 
thèses distinctes, ou d'en démontrer la possibilité par des considéra- 
tions de continuité, ce qui revient à invoquer un principe assez mal 
défini qu'on peut appeler le principe de continuité. Il est bien difficile 
d'énoncer ce principe sous une forme assez précise pour servir de 
base à un raisonnement et assez générale pour embrasser tous les cas; 
et, quand même on y serait arrivé, on peut toujours se proposer d'éta- 
blir les relations qui existent entre les éléments d'un triangle indé- 
pendamment de ce principe et en s'appuyant seulement sur les quatre 
hypothèses énoncées plus haut. 

C'est ce que j'ai essayé de faire. 



(') WiLSON MA., Euclide comme texte de Géométrie élémentaire. Mémoire lu à la 
Sociélé mathématique de Londres {Giornale di Mat., p. 364; i868). 

(*) Il est vrai que Bolyai indique le moyen de construire des parallèles, mais ce n'est 
qu'après avoir établi les formules fondamentales. 
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D'ailleurs, a priori, l'idée qui se présente naturellement à l'esprit 
pour découvrir la relation qui lie les côtés d'un triangle rectangle, 
c'est de tracer un réseau de perpendiculaires. Il est permis de croire 
que Lobatschewsky et Bolyai n'auraient jamais songé à l'horicycle et à 
l'horisplière s'ils ne s'étaient pas proposé avant tout de trouver une 
surface à laquelle puissent s'appliquer tous les raisonnements de la 
Géométrie euclidienne. 

>I. Battaglini (*) détermine directement la relation qui existe entre 
les deux côtés de l'angle droit d'un triangle rectangle et l'un des 
angles aigus; mais sa démonstration, que MM. Uouché et de Combe- 
rousse ont reproduite dans leur Trailéde Géométrie, n'est peut-être pas 
à Tabri de toute objection. 

Dans la deuxième Partie, je commence par établir succinctement les 
formules de la Géométrie analytique non euclidienne en définissant la 
position d'un point dans le plan par trois coordonnées X, Y, Z liées 
par la relation X^ -j- Y^ — Z* = — i . Ce système de coordonnées donne 
des formules tout à fait analogues à celles de la Géométrie sphérique; 
il se prête très bien à la considération des points idéaux et permet de 
distinguer les points situés sur le recto et sur le verso du plan, absolu- 
ment comme on distingue, en Géométrie sphérique, les points diamé- 
tralement opposés : cette distinction parait nécessaire pour la géné- 
ralité de certaines théories, par exemple, pour le théorème de Ménélaiis 
et pour \di puissance d' un point par rapport à un cercle. 

Ensuite, je passe en revue les diverses constructions qu'on peut 
faire en Géométrie non euclidienne avec la règle et le compas, et je 

démontre qu'il est impossible de construire la longueur y L, définie 

plus haut, que Bolyai appelle V unité naturelle de longueur {^), 

Enfin, dans la troisième Partie, qui est très courte, je me propose 
uniquement de montrer qu'on peut présenter d'une manière très 
simple la mesure des aires des polygones en ne considérant deux poly- 



(*) Sulla Geometria immaginarûi di Lobatschewsky (Gior/wle, p. 2iy). 
(') Bolyai, Appendix, n*" 33. 



(4) 

gones comme équivalents que dans le cas où ils sont formés de parties 
superposables chacune à chacune, et en s'affranchissant de ionipostu- 
latum. Pour cela, il faut démontrer : 

1*^ Que deux polygones quelconques A et B sont comparables^ c'est- 
à-dire que l'on peut toujours : 

Ou bien décomposer A et B en parties superposables chacune a 
chacune, 

Ou bien décomposer A en deux parties dont l'une soit équiva- 
lente à B, 

Ou enfin décomposer B en deux parties dont l'une soit équivalente 
à A; 

2^ Que ces trois manières d'être des deux polygones A et B sont 
incompatibles; par exemple, si Ton a pu décomposer A en deux parties 
dont l'une soit équivalente à B, il sera impossible de décomposer B en 
parties avec lesquelles on puisse recouvrir tout le polygone A. 

Le premier de ces deux théorèmes est indispensable à tous les 
points de vue; quant au second, on pourrait sans doute l'ériger en 
axiome s'il était indémontrable; mais il ne l'est pas : il est même sus- 
ceptible d'une démonstration très simple, aussi bien en Géométrie 
euclidienne qu'en Géométrie non euclidienne. 

Ouvrages consultés. 

LoBATSGHBWSKY, Etudcs géométriques sur la théorie des parallèles. — Pan- 
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PRELIMINAIRES. 



1. On dit que deux portions de droite AB, CD sont égales quand 
elles sont superposables. 

En supposant qu'on ait pu faire coïncider CD avec AB en mettant le 
point C sur le point A, il n est pas éçident qu'on puisse /aire coïncider CD 
ai^ec BA en mettant le point C sur le point B : il faut le démontrer. 

Pour cela, M. de Tilly (loc, cit., p. 47) considère le milieu de AB, 
c'est-à-dire, comme il le dit lui-même, un point tel que OA = OB; 
en effet, si Ton admet l'existence de ce point, on pourra faire coïn- 
cider BA avec AB et, par suite, avec CD. 

Mais l'existence de ce point milieu est moins évidente que le théo- 
rème que nous voulons démontrer; il convient donc d'éviter la consi- 
dération de ce point. 

Supposons qu'on ait transporté le segment CD de façon que le 
point C coïncide avec le point B (Jîg. 1), et qu'on le fasse tourner 

Fig. I. 
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autour de ce point jusqu'à ce qu'il vienne s'appliquer sur BA : il s'agit 
de démontrer que le point D tombera sur le point A. En effet, suppo- 
sons qu'il tombe en un point D' situé entre B et A; alors, en faisant 
tourner BD'A en sens inverse jusqu'à ce que le point D' revienne en D, 
le point A viendra se placer en un point A' situé sur le prolongement 
de CD. D'autre part, si l'on fait glisser le segment CD' jusqu'à ce que 
l'extrémité D' soit venue se placer en D" sur le point A, l'origine C 
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prendra une certaine position C" entre B et A. Actuellement, transpor- 
tons le système des deux segments A'B, CD sur le système des deux 
segments CD", AB; comme les segments A'B et CD" sont la reproduc- 
tion des segments AB et CD, on peut appliquer, en vertu de Fliypo- 
Ihëse, A'B sur CD", le point A' sur le point C" et le point B sur le 
point D"; mais alors il arrive que le point C se trouve placé en A, et le 
point I) entre A et C, par conséquent entre A et B, ce qui est contre 
riiypothèse. Donc il est impossible que le point D' tombe entre B et A. 
On démontrerait de la même façon qu'il ne peut pas tomber sur le 
prolongement de BA; donc il tombe au point A, c. q. f. d. 

On appelle somme de plusieurs portions de droites la portion de 
droite obtenue en les portant, à la suite les unes des autres, sur une 
même ligne droite. 

On dit qu'une droite A e&tplus grande qu'une droite B, ou que B est 
plus petite que A, si l'on peut trouver une troisième droite C telle que 
A -z B 4- C. 

En s'appuyant sur les définitions et le théorème qui précèdent, on 
démontre (*) que : 

I*' L'addition des portions de droites est une opération associative et 
commutatii'e ; 

a*' Entre deux portions de droites A et B, il existe l'une des trois 

relations 

A = B, A > B, A < B, 

et chacune de ces trois relations exclut les deux autres; 
i" Si A = A', B = B'; il en résulte A + B = A'-+- B'; 
Etc. 

*2. On peut répéter sur les angles tout ce qu'on vient de dire sur les 
portions de droites. 

3. Pour évaluer le rapport de deux droites A et B, les définitions et 
les principes précédents ne suffisent pas; il faut encore admettre qiie, 
quelles que soient A et B, 



( * ) 0. StolZj Vorlesungen ûber allgemeine Arithmetik, p. 70. 
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On peut tromper un multiple de B qui surpasse A ( * ) : wB > A . 

On en déduit -A<B, c'est-à-dire qu'on peut trouver un sous-mul- 
tiple de A qui soit moindre que B. 

Le rapport de deux droites données est un nombre déterminé, com- 
mensurable ou non; mais, comme nous n'acceptons que les construc- 
tions qu'on peut faire avec la règle et le compas, nous n'admettrons 
pas qu'à tout nombre donné a corresponde nécessairement un système 

de deux droites A, B telles que « = «• 

Pour la môme raison, cbaque fois qu'il sera question de diviser une 
droite en n parties égales, nous supposerons que n est une puissance 
de 2. 

En ce qui concerne la mesure des angles, il n'est pas nécessaire 
d'admettre un axiome nouveau : si l'on admet que les multiples d'un 
segment de droite peuvent surpasser toute droite donnée, on peut 
démontrer que les multiples d'un angle a peuvent surpasser tout angle 
donné. En effet, considérons un triangle quelconque et un cercle 
situé à l'intérieur de ce triangle; construisons n angles consécutifs 
égaux à a et ayant pour sommet commun le centre du cercle; soit c 
la corde qui sous-tend l'arc compris entre les côtés de l'un de ces 
angles, on peut, par hypothèse, choisir n de façon que ne surpasse le 
périmètre du triangle considéré, et alors na sera plus grand que 
quatre angles droits. c. g. t. d. 



(0 M. Slolz (loc, cit., p. 70) désigne cet axiome sous le nom de principe d'Archi- 
mède; mais il se trouve aussi dans Euclide, qui l'énonce sous forme de définition en 
disant que des grandeurs ont un rapport entre elles quand les multiples de chacune 
d'elles peuvent surpasser toutes les autres (Livre V, définition IV). 
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CHAPITRE I. 

TRIGONOMÉTRIE 



4. On sait (voir Éléments de Legendre ou Géométrie de MM. Rouché 
et de Comberousse) que la somme des trois angles d'un triangle ne 
peut surpasser deux angles droits et que, s'il existe un triangle pour 
lequel cette somme soit égale à deux angles droits, il en sera de même 
pour tout autre triangle. 

Donc il n'y a que deux hypothèses possibles : ou la somme des trois 
angles est égale à deux angles droits dans tous les triangles, ou bien 
elle est dans tous moindre que deux angles droits. 

La première hypothèse conduit à la Géométrie ordinaire. La seconde 
sert de base à la Géométrie que Gauss a appelée Géométrie non eucli- 
dienne^ et que je me propose d'établir après Lobatschewsky, Bolyai, etc. 

Nous supposons donc que la somme des trois angles d'un triangle 
quelconque est moindre que deux angles droits; par conséquent, la 
somme des angles d'un polygone de n côtés est moindre que 2/1 — 4 
angles droits. On appelle déficit du polygone ce qui manque à la somme 
de ses angles pour faire 2/1 — 4 angles droits. 

Si l'on décompose un polygone en deux autres, on voit facilement 
que le déficit du polygone total est la somme des déficits des poly- 
gones partiels; par conséquent, le déficit du premier polygone est 
plus grand que le déficit de chacun des deux autres. 

5. Si y dans un quadrilatère ABCD {fig. 2) quia deux angles droits A 
et B, les côtés AD et BC sont égaux^ les angles C ^^ D sont aussi égaux. 

Menons une perpendiculaire à AB en son milieu E : cette perpendi- 
culaire ne pouvant rencontrer ni AD, ni BC coupe CD en un point F. 
Plions la figure autour de EF, le quadrilatère EBCF vient s'appliquer 
sur le quadrilatère EADF, et Tangle C coïncide avec l'angle D; donc 
ces deux angles sont égaux. D'ailleurs, ils sont aigus, puisque la somme 
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des angles du quadrilatère ABCD est moindre que quatre angles 
droits. 

L'égalité des quadrilatères EBCF et EADF montre aussi que EF est 
perpendiculaire à CD en son milieu. 

Fig. a. 
D r C 



1 



6. Si, dans un quadrilatère AC ac {fig. 3 ) qui a deux angles droits a 
et c, V angle A est droit ou obtus, le côté ka est moindre que le côté 
opposé Cr. 

Par le milieu b de ac, élevons sur ac une perpendiculaire, qui ren- 
contre AC en un point B situé entre A et C. Comme l'angle A est droit 

Fig. 3. 




OU obtus, l'angle AB6 est aigu : donc ABC est obtus; par conséquent, 
si l'on plie la figure autour de B6, BA tombe à l'intérieur de l'angle 
obtus 6BC, et le point A vient en un point A' situé entre c et C : donc 
Cc^ A'c = Aa. 

On voit aussi que, le quadrilatère A'BAc étant contenu dans le qua- 
drilatère BCc6, le déficit de MHbc est moindre que celui de BCc6, 
c'est-à-dire que le déficit de AB6a est moindre que la moitié du 
déficit du quadrilatère total ACca. Cette remarque sera utilisée plus 
loin. 



7. Dans un quadrilatère ACca {fig> 3 c^ 4) qui a deux angles droits 
a et c et un angle A droit ou obtus, si d'un point B du côté AC on abaisse 
G. 2 



( lo) 



}ib perpendiculaire sur ac^ on a 



\a< Bb<Cc, 

ac AC 
ad ^ Ali' 

Ce -- \a AC 
iîY^Âa ^ Ali ' 

La première partie du théorème résulte de ce qui précède. Pour 
démontrer les deux autres, divisons AB en n parties égales et prolon- 

Fg.4. 




geons la graduation jusqu'au point C, puis menons par les points de 
division des perpendiculaires à ac, qui déterminent sur ac des seg- 
ments 

*i» *î> *a» • • • » 

a, étant le premier à partir de a, aj le second, etc. 

Il est aisé de voir que ces segments vont en décroissant (*). Car 
soient DE, EF deux divisions consécutives de AB, DE étant la plus 
rapprochée du point A; et soient efe, ç/'leurs projections sur ac. Abais- 
sons DP et FQ perpendiculaires surE^; comme DE = EF, les triangles 
DEP, EFQ sont égaux : donc DP = FQ. D'ailleurs, l'angle DEc étant 
aigu, le point Q tombe sur le prolongement de cE, et le point P entre 
E et e; donc la droite DP prolongée pénètre à l'intérieur du quadrila- 
tère ç/'FQ, et, comme elle ne peut rencontrer ni e/^ ni FQ, elle coupe 



(ï) roir, dans l'Ouvrage de M. de Tilly cité plus haut, p. iSj, un raisonnement analogue. 



( " ) 

F/en un point R situé entre/et F. Il en résulte (6) que RP est moindre 
que FQ, par conséquent moindre que DP. Dès lors, si l'on plie la figure 
autour de P^, le point R tombera sur PD entre P et D et, par consé- 
quent, le point/ tombera sur ed entre e et rf, de sorte que ^< éd. 
Ainsi 

J'en conclus d'abord 

«6 -- «1 4- «jH-. . . -h a,, > noLn> 

Ensuite, s'il arrive que BC soit un multiple exact de -- > par 
exemple, 

on voit que 
donc 

d'où 



n 



BC^-AB, 

n 



6c m __ RC 
ab n AB' 

ac AC 
06 ^ A B ' 



Mais, en général, BC est compris entre deux multiples consécutifs 



, AB 

de 

n 



- AB<BC< - AB. 

n n 



Dans ce cas 



d'où 



bc m -\-\ BC I 



ab ^ n AB n 

et cela, si grand que soit n. J'en conclus, non pas 

bc BC 
ab ^ AB' 

mais seulement 

6c < BC 

ab = AB ' 



( «o 

Pour lever la difficulté, je considère le milieu H de BC, que je pro- 
jette en h surac. D'après ce qu'on vient de voir, 

a6 = AB' 

et 

hc < bh ; 

donc 

bc bh. BH BC 

a6 ^ «6 = AB AB 

Autrement, Soit/? un entier tel que 



^AB<BH<^^^ AB. 

n n 



On voit, comme plus haut, que 



hh < ^^i ab. 
n 



Ensuite, bc étant moindre que 2&A, on peut supposer n assez grand 
pour que 



et alors 



2 

bc<C2bh ab, 

n 



i,c < -^ ab ab 

n n 



OU 

ab ^ n ^ AB 



bc a/? BC 

— T < -^ < T5 • C. Q. F. D, 



Passons à la troisième partie du théorème. 
Posons Aa = Po» ®t désignons par 

Pif Pî> Ps» 

les ordonnées des différents points de division, p, étant la plus voisine 
de Âa, ^2 là suivante, etc. 

Il est aisé de voir que la différence entre deux ordonnées consécu- 
tives va en croissant à mesure qu'on s'éloigne de Âa. Car, soient D^, 
Ee, F/ trois ordonnées consécutives, Drf étant la plus voisine de Aa; 



( «3) 

abaissons DP et FQ perpendiculaires sur Ee; nous avons déjà dit que 
le point P tombe entre E et c, et le point Q sur le prolongement de eE. 

Donc 

EP =:Ee — P^, 

EQ=:Qe — Ee; 

mais EP = EQ, donc 

Ee — P^ = Q^ — Ee. 

Or (6) Pe < Drf et Qe < F/, donc 

Ee-])d<¥/'-Ee. 

Ainsi 

Pi-(3o<Pt-(3t<P8~Pt<.... 

J'en conclus d'abord 

B^» -^Aa = (P„-[3„-j) +...-♦- ((3,- (3t)-t-(P,-Po) 

Ensuite, en supposant que BC soit un multiple exact de — > par 
exemple : BC = ~ AB, 

Donc 

Cc — B b ^ _ BC 

Bô — Àâ -^ n ^ AB' 

d'où 

Ce — Aa AC 

B6 — Aa*^ AB' 

En raisonnant comme plus haut, on verrait que cette relation sub- 
siste dans le cas où BC n'est pas un multiple exact de 

8. Dans le cas particulier où le côté Aa se réduit à un point, le qua- 
drilatère ACca devient un triangle; mais le théorème que nous venons 
de démontrer est toujours vrai. 

Donc, dans un triangle ACc (fig^ 5) rectangle en c, si d'un point B 



( >4 ) 

(le r hypoténuse on abaisse B/> perpendiculaire sur Ac, on a 

Ae AC Ce 

A^ ^ AB ^B6 ^ ^' 

Par exemple, si AC — /lAB, n étant un nombre entier quelconque, 
on aura 

par conséquent, étant donné un angle aigu a?Aj, on pourra trouver 
sur l'un des côtés un point C dont la distance à l'autre côté surpasse 




A 6 <l^ O' 



K ^ 



n'importe quelle longueur donnée. C'est Aristote qui a le premier for- 
mulé cette proposition. 

Au contraire, Lobatschewsky a démontré que Ton peut assigner une 
longueur que la projection de AC ne puisse pas dépasser, quelque 
grand que soit AC. 

En effet, d'un point B de ky abaissons B6 perpendiculaire sur kx^ 
désignons par co le déficit du triangle ABè, et prenons sur A^ une lon- 
gueur Aé/= 2A6; si la perpendiculaire à A^ au point d rencontre 
ky en un point D, le déficit du triangle ADrf sera plus grand que 

2(0 (6). 

De même, en faisant Ae? ^=^ 2kd= 4Aft, si la perpendiculaire a kx 
au point e rencontre ky en un point E, le déficit du triangle kEe sera 
plus grand que 4^* I^t ainsi de suite. 

Ceci posé, soient A' le complément de l'angle A et n un entier tel 
que 

2«Ci)> A'. 



(*) La première partie de ce théorème se trouve dans l'Ouvrage de M. de Tilly, (iéjà 
cité, p. 137. 



( i5 ) 

Si nous prenons kh = 2"A6, il est impossible que la perpendicu- 
laire à kx au point h rencontre Aj, car, en appelant H le point de ren- 
contre, le déficit du triangle x\HA serait plus grand que 2^(0, et par 
suite plus grand que A', ce qui est impossible. 

Il faut en conclure que tous les points de ky se projettent sur Aa? 
entre A et A. c. q. f. d. 



9. Soienta.r et A/ (yîg^. 6) deux demi-droites perpendiculaires a une 
mêmedroite Aa; si, d'un pointBde Aj, on abaisse Bè perpendiculaire 



Fi g. 6. 



B 




D' 

"T" 
I 



E' 



• — h- 



F 

1 
I 

I 
I 
I 
I 
I 



dy 



jr 



j> 



à aar, nous savons que le rapport— r va en décroissant à mesure que le 

pointB se rapproche du point A. Donc, si Ton fait tendre AB vers zéro, le 

AB 

rapport , tend vers une limite, que nous désignerons par/(aA). 

D'autre part, abaissons AB' perpendiculaire sur Bi, et voyons com- 

AB' 

ment varie le rapport—, quand ah diminue. Pour cela, prenons sur ax 

deux segments de, <?/" consécutifs et égaux 

de — efy 

r/eétantleplusrapprochédu pointa; par les trois points rf,e,/ élevons 
des perpendiculaires à ax, et projetons le point A sur ces trois perpen- 
diculaires en D', E', F'. 

Je dis que 

AE'- AD'>AF'-AE'. 

En effet, les points A, E' étant de part et d'autre de DV, la droite AE' 
rencontre DVen un point D, et, comme de = e/, elle rencontre aussi F/ 



( i(i) 

en un point F tel que 

DE'=E'F 
ou 

AE'-AD = AF — AE'. 

Mais AD > AD' et AF > AF, donc 

AE-AD'>AF'-AE'. 

En partant de là et en raisonnant comme au n** 7, on démontre que 

AB' 

le rapport -^^ augmente à mesure que ab diminue. Donc, si Ton fait 

tendre ab vers zéro, ce rapport tend, lui aussi, vers une limite, qui est 
nécessairement inférieure ou au plus égale à la limite /(aA) du rap- 
port - ,-• Par conséquent, —j- <if{ak), 

AR 

On démontrerait de la même manière que —r <^/(bB). Ainsi 

/(aA)<^</(6B) 

et 

AB' ^ -, . , AB 

Il résulte de là que/(aA) > i . De plus/(aA) augmente ou diminue 
en même temps que a A. Car, prenons sur a A une longueur aA, << aA, 
et par le point A| menons une perpendiculaire à Aa, qui rencontre Bb 
en un point B,; nous aurons 

/(«A.X^S /(aA)>^^-. 
•^ ab '' ab 

Par conséquent, pour établir que /(aA,) </(aA), il suffît de 
montrer que A,B, finit par devenir moindre que AB'. En effet, si Ton 
prend AB < AA,, on aura, à plus forte raison, AB'-< AA,, et alors le 
point B' tombera entre B et B,, d'où AB'> A,B,, 

Nous allons maintenant chercher à déterminer la forme de la fonc- 
tion /(Aa). 

10. Prenons sur le prolongement de aA {fig. 7) un point Ao, par ce 



( «7) 

point menons une perpendiculaire à aA, et d'un point Bo de cette per- 
pendiculaire abaissons B^b perpendiculaire sur ax; soit B le point où 
Bo b rencontre la perpendiculaire Ay menée par le point A à la droi te A^. 
Partageons a A en n parties égales, et, par les points de division a^, 

Fig. 7. 




c/a» • • •» menons des perpendiculaires à a A, qui rencontrent bB on des 
points 6,, 62, . . .. 

Abaissons 6r et 62^ perpendiculaires sur a^ft,, nous savons (7) que 
b^b^^bb^^ donc 

il en résulte qu'en appelant / et m les points où a^b^ est rencontré par 
le prolongement de ôret par la perpendiculaire à a,6| au point 6,, on 
a (7) 

ub^y> tu ou aj6, — a^u'^aju — a^t. 

Mais, comme aa, = a,a2, '1 est clair que a.^t = ab; et, comme 
a, èi >a6, le théorème du n® 7 nous apprend que 



a^ Il ai bi 
aiôi ab 



ou, en posant-^ 



donc 



= x. 



aj« > Xa, 61,* 



a2 6,> qXût, 61 — a6. 



En opérant de même surajô,, a,^bt^ . .., on trouve que les ût/Ô, sont 
G. 3 



( '8) 
liés parles relations 



(l'oii Ton tire 

a^bx =.lab, 

a^bf > "koibi -h (X'— i)a^, 

cTibs > Xa, 6, -h (X' — i) (a, ^j -h lab), 

ffkb^ >Xas63 -h (X' — i)(a,6, 4-Xa, ft, 4-X'a6), 



Si donc on pose 

1 ^, = 2X^1 — I, 

^^3 ^l^ 2A^2 — «27j, 



OU 

/ ^i — X, 
(2) I ^, = Xj-i4-(X* — i), 

:r3z=X^, -h(X* — i)(.ri -hX), 



comme X* — i > o, on voit que 
Or, puisque X> i, on peut poser 



l^l(e^^e-^). 



en désignant par a un nombre positif; et alors, en substituant dans les 
formules (i), on trouve 



et, en général, 



J7, 




e*« 


-he- 


-îa 




2 




^8 




e'« 


-l-e- 


-3a 




2 




^^1 




e»a 


-he- 


-/a 



2 



( 19) 
donc, puisque AB ou a„è„ est plus grand que x^ab, on en conclut que 

AB g^« H- g~"°^ 
ab 2 

Mais, en menant AB' perpendiculaire à B6, nous avons vu dans le 
nunfîéro précédent que 

donc 

AB ^, , ^ AB e«aH-e-«« 
_/(«A)> — > 

De plus, si nous abaissons B' I perpendiculaire sur AB, nous savons (8) 

\B 

que, dans les deux triangles ABB',AB'I, le rapport ^^ des hypoté- 
nuses est moindre que le rapport des côtés opposés à l'angle com- 
mun A 

AB BB; 

AB' "^ B' 1 ' 
et, à plus forte raison (6 et 7), en menant B'H perpendiculaire à Aa, 

AB BB' BBq 
AB'^^ÀH ^ XXo' 

Par conséquent. 



BBo .. . . e^a-he 



— «a 



d'où enfin, en remarquant que BBo < ABq < AAo -h AoB,,, 



En partant de la relation 



«1^1 ^ e* H- e~* 



on trouverait de la même manière 



(4) (i-+--rT-^j/(^«i)> - 



AA. 



2 



(20) 

Reste à trouver une limile supérieure de/(aA). 

Pour cela, prenons sur AB une longueur AC = ab et abaissons Ce 
perpendiculaire à ab\ en appelante, le point de rencontre de Ce avec 
Uibi, toutes les longueurs a/C, seront moindres que AC, par suite 
moindres que ab. 

Menons CjÇ' et c(v perpendiculaires à a,C|, dans les deux triangles 
rectangles c^c^v, cc^w qui ont un angle aigu commun, comme 
c,c.^ ><^c, (7), le théorème du n*^ 8 nous apprend que 



e, (' CiCj 



^< 



d'où, en posant 



C^iV CC\ 






C/_|C,- 



on déduit c,f>< [k^c^^v, ou 
ou encore 

a, r -H jjLj ûfi «' < ( n- fjL, ) «r, c, . 

Ov a^v et ajMP' sont moindres que ab, donc (7) 



d'où 

rtjCs -hfA|ac*<X(rt,(' -H fJL,ai«») <X(i -+-fAi)a,c,. 

En opérant de même sur «jC,, a^c,, ..., on trouve que lesn^e, sont 
liés par les relations 

«iCi < Xac, 



d'où 



^1 Ct < )» «i Cl -h ( X* — I ) /JL, ac, 

a3Cj<XajC, 4-(X* — i)|JLj(aiC, h-X/jl, ac), 

a4C4 <Xa3C3 -+-(X' — i)|JL,(a,c, -t- X|jL,a,c, -f- X*|jl, fjijac), 



( 21 ) 

Kn comparant ces relations aux formules (2) qui déiinissent les a*,, 
et en observant que X^ — i > o et pi/ > i , on voit que 





ûJiCj <C J^i cic, 




«iCi<fAi;r,ac, 




«3C8<fA||^J^8ÛC; 


finalement 






ce 


ou 






AC Cc«^i e'»«-he-«« 

«C ce, 2 



Orcc^ >aa4 = Aa^-*» donc 



ce, "^Aa^-, "^AAo ^^ 

et» à plus forte raison, 

ce, AAo AAq 

Par conséquent 






2 



mais /(aA) < — » donc 

A»A,<(,.^)f:^i5:i-. 

Enfin 

(6) /(aa,)<-^_ ^ 

En réunissant les relations (3), (4), (5), (6) et en posant confor- 
mément à l'usage 

2 



( 22) 

on a 

(i+^')/(aA)>chna, 
(1 + ^) ch/ia >/(aA), 
/(r/«0<cha<(i+^j/(aa.). 

Or, comme /(a?) > î, à chaque valeur de a: correspond un nombre 
positif ^(x) tel que 

D*autre part, en laissant fixe la longueur AÂo, on peut déterminer 
AqBo de telle sorte que, en désignant par co un nombre positif choisi 
arbitrairement, on ait 

AAo 

et alors les relations précédentes donnent 

ch /i a < ch 0) eh 9 ( rt A ) , 
ch9(rtA) < chwchwa; 
d'où 

/ia — (k)<9(aA)<;«a-+-w. 

De même 

9(«ai)<a<9(fla,) -h w, 

par conséquent 

/i9(aai) — w<9(aA)< 719 (art,) -h (/i -h i)w. 

Or /z est un entier fixe, tandis que w est un nombre positif aussi 
petit qu'on voudra, donc 

9(tiA) =z n(^{aai) 

OU 

9(/iaa,)z=/i9(rta,) (*). 



(*) On peut démontrer plu8 rapidement cette formule. En effet, comme h\r<ihxs, 
on a, en faisant aax = p, 



et, en général, 



'^«f ^/ /( P )< «/>! ^«-^1 ^- «/-i ^^1-1 : 



( 23) 
Ceci posé, soit X une longueur quelconque, et supposons d'abord 



n 



il en résulte 

m X 

(p(X) = w9(aa,)=— (p(aA)= -^<^{ak), 



Supposons maintenant 



m X m -h I 



n a A n 

OU 

maûr, < X < (m -h i)aa,, 

comme la fonction o{X) croit en même temps que X (9), il en résulte 

m9(rta,)< 9(X)< (/TU- i)cp(aai) 



OU 



-9(aA)<9(X)<— ^— 9(aA), 



et cela, quelque grand que soit n. Donc, dans tous les cas, 

X 

?{X) = -jj^9(Aa). 

Mais rien n'empêche de représenter la longueur X par le nombre 



d'où 

2/(ip)/(P)S/[(«+.)p] +/[(!-, )fl]. 

De même, de ce que < fxi, on déduit 

^ ri w ' 

«i<^i > — — > > . . — r 

1 -f- (Xi A(i-+-fx,) 

et, en général, 

\atci(\ -f- fx/) > rt/4.ic/+, -f- fx/rt/_ic/-i ; 

A II 

mais fx/< I -h -A-^; donc, si l'on fait tendre AqBo vers zéro, |jl/ tend vers i, et la rela- 
tion précédente devient 

2/('P)/(p)2/[(t+.)p]+/i(t-.)?j. 

Par conséquent, 

2/(«p)/(p) = /[('■+ i)p] + m - i)p], 

d'où l'on déduit aisément <p(/'P) = /(<p(^). 



( 24) 

qui lui est proportionnel : c'£st ce que nous ferons désormais; et alors, 
en désignant ce nombre para?, nous écrirons 



cp(»r) =1: X 



OU 



y(j7) = ch j:z= 



e'-H e~' 



Il semblerait plus naturel de poser 

ka 



K:= 



?(Aa)' 



et d'écrire 



/(X)=lCh rr^ mCllJ^, 



en désignant par x le nombre qui mesure la longueur X quand on 
prend pour unité la longueur K, que Bolyai appelle Vanité naturelle de 



longueur. 



Mais, comme il est impossible de construire exactement la lon- 
gueur K, il faudrait admettre Vexistence de cette longueur : ce qui 
implique un postulatum que nous avons voulu éviter. 

11. Etant donné un angle aigu j:Aj {fig> 8), si d'un point B pris 

Fig. 8. 




sur l'un des côtés Aj on abaisse B6 perpendiculaire sur l'autre côté kx, 

nous savons (8) que le rapport 

B^ 
AB 



( 2.> ) 

diminue en même temps que AB; on pourrait en conclure que ce rap- 
port tend vers une limite lorsque AB tend vers zéro. Mais cette limite 
n'interviendra pas dans nos raisonnements. Il nous suffit de montrer 
qu'à tout nombre positif s on peut faire correspondre une longueur S 
telle que, si les hypoténuses AB et AC de deux triangles rectangles 
AB6, ACc qui ont un angle aigu commun A satisfont à la relation 

AC < AB < d, 

on ait 

Ce Bfr Ce , 

quelle que soit la valeur de Tangle commun A. 

En effet, projetons les points B et G en b\ c' sur la perpendiculaire 
à kx au point A; nous savons (8) que 



kU k& Ce 

d'où 



ÂB ^ AC ^ AC' 



B6 Ce \\b 
^*^ Ali'^ACA^'* 

Ceci posé, prenons sur la perpendiculaire à kx au point A une lon- 
gueur arbitraire AD, et sur le prolongement de AD une longueur DE 
telle que 

DE<8AD, ou TK<'+*; 

AU 

puis, sur Aa?, une longueur AF=:AD. Ensuite joignons EF qui ren- 
contre en G la perpendiculaire menée par le point D à la droite AD; 
enfin abaissons G^ perpendiculaire sur kx. 

Je dis que A^ est la longueur cherchée S. 

Car A^ < AF — AD. Si donc AB < A^, le triangle AB6 est contenu 
tout entier à l'intérieur du quadrilatère ADG^, et, en appelant H le 
point où le prolongement de AB rencontre DG, on a (7 ) 

6B ^^H £^0 A£ 

A6' ^ AD ^ AD ^.AD ^ ' ^ -' 

r.. 4 



( 26 ) 



d'où, en vertu de la relalion (i), 



B6 ^Cc, 



C. Q. F. D. 



12. Nous allons maintenant chercher la relation qui existe entre 
les trois côtés d'un triangle ABC rectangle en A. 

D'un point B' {fig. 9) pris sur Thypoténuse BC, abaissons B'A' per- 



Fig. 9- 




pendiculaire sur AC; puis faisons glisser le triangle ABC le long de AC 
jusqu'à ce que le point A vienne en A' : le point B viendra en B, sur le 
prolongement de A'B', et le point C en C, sur le prolongement de AC. 
Le triangle BB'B, a ses trois angles aigus (5); donc, si nous menons 
les hauteurs BD, B,D,, le point D tombe entre B, et B', et le point D, 
entre B et B'. De plus, l'angle B'B^B, qui est égal à l'angle ABB,, est 
plus grand que B'BB^; donc 

BB'>B,B'. 

D'ailleurs on voit sans peine que BB'> AA'= CC,. 
Ceci posé, dans le quadrilatère ABDA', on a (9) 

chA'D<ff;<chAB; 



AA 



d'où, en supposant BB'< AB, 



(■) 



BI) 



ch(AB — BB'X f^ < chAB. 



{ ^7 ) 

Ensuite, comme les angles G et C^ sont égaux, si par le point E milieu 
de CC| on mène EF perpendiculaire à BC, cette droite EF rencontrera 
B, C< en un point G tel que EF = EG et sera également perpendiculaire 
sur B^C,; de sorte que, dans le quadrilatère trirectangle B|D,FG, 
on a (9) 

chFD,<?^i^<chGB„ 
et, à plus forte raison, 
(.2) ch(BC-BB')<5^^* <chBC. 

Puis faisons glisser le triangle ABC le long de BC jusqu'à ce que le 
point B vienne eh B' : le point C vient en C^ sur le prolongement de 
BC, et le point A en Aj à l'intérieur de Tangle CB'A', parce que le dé- 
ficit du triangle ABC est plus grand que celui du triangle A'B'C. En 
outre, comme les angles C et C^ sont égaux, si par le point H milieu 
de CCa on mène HI perpendiculaire à AC, cette droite HI rencontrera 
A2C2 en un point J tel que HJ = HI et sera également perpendiculaire 
sur A2C2; de sorte que dans le quadrilatère trirectangle MA2JI, M étant 
le point de rencontre de B'Aj et de AC, on a (9) 

-Tj- >cliJA,. 

Or, en supposant CC^ = BB'< AC, on a JAa> AC - BB'. 
D'autre part, B'M > B' A' et B' A^ = B, A', donc 

A,M<B,B ; 
par conséquent 

(3) 5jj!!>ch(A(: — BB). 

Pour trouver une limite supérieure de B, B', je prends sur le prolonge- 
ment de B'A' une longueur A'N = B^B', de sorte que, B'N étant égal 
à B'Aa, le point N tombe dans l'angle B'C^Aa; donc, si l'on abaisse 
NP perpendiculaire sur IJ, le point P tombe entre I et J, et, dans le 
quadrilatère trirectangle A'NPI, on a (9) 

-pj < ch PN 



et, à plus forte raison, 



( '^8) 



^j- < ch PN. 



xMaisA'N = B,B'et 

PN < PI -f IC 4- CA' -+- AN < AC H- 3 BB' ; 
donc 

Cl) ^J^<ch(AG+3BB'). 

Enfin, considérons les triangles rectangles BDB', B, D, B' qui ont un 
angle aigu commun, ainsi que les triangles rectangles HIC, EFC. 
CommeBB'>B,B', ona(8) 

BD BJ),, 
^^ BB' ^ B,B'' 

de même HC, qui est la moitié de BB', est plus grand que EC, qui est 
la moitié de AA'; donc 

HI EF IJ FG 

^^) lie > EU ^" Bîr^XÂ- 

De plus, nous avons vu dans le numéro précédent qu'à tout nombre 
positif £ on peut faire correspondre une longueur l telle que, si BB'< o, 

on ait 

BD BjJ), 
(7) Bg7< j^ g/ C + O, 

HI EF, , U _ FG, 

En réunissant les relations (i), . . ., (8), on a 

ch(AB — BB'X 1^, <chAB, 

chBC^ BiD, ^ch(BC-BB')' 
ch(AC-BB') < ?^' <ch(AC+ 3BB'), 
I ]^D BtD , BD 



i-hs BB' ^ BiB' ^ BB" 

FG 2L ^Y^i ^ 

AA'"^ BB' ^ AA'^'"^^^' 



(29) 
(1*011, en multipliant membre à membre, 

ch( AB — BB )ch(AC-BBO chAB ch(AC + 3BB0 

(i-he)chBC ^'^ ch(BC-BB') ^''^^)- 

Comme cette relation doit subsister, quelque petits que soient £ et BB', 

U faut en conclure que 

chBC=: ch AB ch AC. c. q. p. d. 



Définition du sinus et du cosinus d*un angle. 
Relations entre les éléments d'un triangle. 

13. Nous avons déjà posé 

chx = • 

2 

Posons en outre 

gX g'X ^\ij. ç]^j. 

shx = > lhj7:=i-r — > coth.r=-i — • 

2 cnj; sn»r 

On en déduit 

sh(a? -\-y) = sha?ch/ -hchxshy. 

Ceci posé, soient a: Ay (y?^. lo) un angle aigu, Bun point de Âo?, C un 

Fig. 10. 



point de Aj; menons CD perpendiculaire sur AB; les triangles rec- 
tangles ACD, BCD donnent 

chBC = chCD ch(AB — AD), 
, ^^ ch AC 



(3o) 
d'où 

rh AT 

chBC- ^l^(chABchAD-shABshAD) 
en AD 

= chAB ch AC - sh AB shACÎ54?- 

th AC 

De même, en abaissant BE perpendiculaire sur AC, on a 

chBC - ch AB chAC - shAB shAG^^Î^. 

IhAB 

Donc 

thAD _ ihAE^ 
IhAC ~ ihAB^ 

comme les longueurs AB et AC sont quelconques, il faut en conclure' 

que la valeur du rapport . . .. ne dépend pas de la longueur AC, mais 

seulement de Tangle A : c'est cette valeur qu'on appelle le cosinus de 
l'angle A et qu'on désigne par cosA, de sorte que 

• chBC = chAB ch AC — sh AB shAC ces A. 

Si l'angle A est obtus, le pied de la hauteur CD tombe sur le pro- 
longement de BA ; on trouve, dans ce cas, 

chBC = chAB chAC 4- shAB sh Ac|ï4S; 

tn AL 

et, en posant, par définition, 

cosA=:-- . .^ =—cos( 2 droits — A), 
In AL 

on retombe sur la formule précédente. 

Ainsi les côtés a, 6, c et les angles A, B, C d'un triangle sont liés 
par les trois relations 

ch a =:= ch 6 ch c — sh 6 sh c cos A, 
ch6 =:ch c cha — sh csha cosB, 
ç\\c ■=zc\iachb — shash^ cosG. 

Ensuite, en définissant le sinus d'un angle A aigu ou obtus comme 



(3. ) 

la valeur positive du radical yji — cos^A, et en définissant la tangente 
et la cotangente par les formules 



- sinA 

iangA = r-> 

ces A 



. CCS A 

COtA = -: r5 

smA 



on déduit des trois relations précédentes 



shéz 



sh6 



shc 



Zi 



sinA sinB sinC 
shacosB zzi ch6shc — chcshô cosA, 
cothash^ = chôcosG -h sînCcotA, 

cosA = — cosB cosC -h sinB sinCcha. 

En particulier, si Ton suppose que le triangle ABC est rectangle 

en A, on a 

ch«:= chiche, th^ = shclangB, 

sh6=: shasinBy cha= cotBcolC, 

lh^=: thacosC; cosB = ch6sinC. 



Formules d*addition. 



14. Soient a = a70j', P = jOjs (y?^. ii) deux angles aigus; suppo- 
sons pour fixer les idées a > p, et d'un point A de Ox abaissons AC 




perpendiculaire sur Oy\ comme p < a, le prolongement de cette per- 
pendiculaire rencontre nécessairement O-s en un point B. Les trian- 



( 32 ) 

gles OAB, OAC, OBC donnent 

shOA shOB cos(« + (3) = chOA chOB — ch (AC + CB), 

m 

i Kr^urn chOAchOB 
ch AC ch CB = rrr^ — > 



d'où 



cos 



sh AC shCB = shOA shOB sina sin(3, 

(a-+- P) =:colhOAcolhOB ( ï—TîTiTr ) — -sinasinp 

lh«OC . ^ 

=" thOAlhQB "^'"^^'"P- 



ou 



cos (a^- P) = cosacosp — sinasin{3. 

On trouverait de même 

cos (a — P) = cosœcosp + sinocsin^. 

Si les angles a et p sont complémentaires, cos (a 4- p) est nul, 

donc 

cosa cosp = sina sin(3, 

d'où 



osa sina _ /cos*a -h sin'a 

inp "~ cos(3 ~ V sin*{3 4-cos*|3 ~" *' 



cos 
sin 



puisque a et ^ sont aigus; donc 

sinp=: cosa, 

OU, en désignant par D Tangle droit, 

sin (D — a) =: cosa. 

Toutes ces formules sont établies dans Thypothèse où a cl ^ sont 
aigus; mais, si Ton définit le sinus et le cosinus d'un angle quel- 
conque A par les formules 

cos A = (— i)''cos(A — 2n\)), 
sinA = ( — i)" sin (A— 2/1 F)), 

en désignant toujours par D Tangle droit, et par n un cnlier positif 



(33) 
OU négatif tel que o < x4 — 2nD < 2D, on démontre sans peine que 

sin (D — A) = cosA, cos (A -4- B) = cosA cosB — sinA sinB, 

quels que soient Â et B. 

On retrouve ainsi toutes les formules de laTrigonométrie ordinaire, 
excepté cependant celles qui dépendent du choix de l'unité d'angle. 

15. Pour établir ces dernières, considérons les fonctions C(.r) et 
S (a?) définies par les égalités 



C(x)=i = 1 — H-..., 

^ a 1.2 

S {a:) = ; =0? X- -h 

21 1 .2.3 



• • • • 



Si l'on fait varier a? de o à 2, la fonction 8(0;) reste positive et 
moindre que a?, et l'identité 

montre que la fonction C(x) est continue et constamment décrois- 
sante dans l'intervalle considéré. Or 

C(0)=:-M, C(2)<0, 

donc il y a une valeur de x comprise entre o et 2, et une seule, qui 
vérifie l'équation C(a?) = o; c'est cette valeur qu'on représente 



TU 



c(î) = o ,.,. 



Ensuite, en désignant par D l'angle droit et parn un nombre en- 
tier, on peut trouver un nombre a et un seul tel que 



/^ / V B , TT 

C(a)=cos— et o<a<- 
n a 



(*) Voir Géométrie de MM. Rouché et de Gomborousse (Note II, 6* édition). 
G. 5 



^ 



(34) 
En s*aidant des relations 

C[(/?-M)a]^2C(/?a)C(a)-C[(/^~i)«], 
COSip 4- l) — = 2C0S/> — cos cos(/? — l) — j 

on en déduit 

L(p(x) = cospj^ 

et, en particulier, 

C(/ia) =: cosD = 0. 

De plus, /ia< -• En effet, l'égalité 

montre que, si x est compris entre - et ir, la fonction C(^) est néga- 
tive. Or, pour toutes les valeurs dep inférieures à /i, 

C(/7a) =: cos/? — > o; 

donc aucun des termes de la suite 

ne peut être compris entre - et r, et, comme o < a < - > aucun de ces 
termes ne peut surpasser-- 

Ainsi noL^ -; donc, puisque C(/ia) = o, c'est que na = -, et, par 

conséquent, 

I) ^ / 7: \ 

cos - =:C 1 ). 

n \ 2 /* / 

Ceci posé, soit A un angle aigu quelconque. 
Si le rapport jz est commensurable, soit rr = — • 
On aura, comme plus haut, 

I) ,, / 7: 

cos /;« — = L m — 

n \ 2n 



(35) 

OU 

cosA = c(^^). 

Si le rapport ^ est Incommensurable, soit 

tn A /7i -+- 1 

n 1) n 



on aura 



cos — D > cos A > cos Dt 

n n 



ou, d'après ce qui précède, 

cf^E)>cosA>cf^i±-'î 
\n ij \ n 1 

Mais, comme la fonction C(a?) est décroissante dans Tintervalle de o 
à 71, on a aussi 

d'ailleurs la différence entre les quantités C(— -U Cf ^^"^ ' - j étant 
moindre que — peut être rendue inférieure à toute quantité donnée. 

^ fit 

Donc 

formule que l'on étendra sans difficulté à toutes les valeurs positives 
ou négatives de A, et d'où l'on déduit 

Mais, en posant 

A TU 

rien n'empêche de représenter 1 angle A par le nombre a : c'est ce que 
nous ferons désormais. Les formules précédentes deviennent alors 

C0Srt=:rC(rt)= i 

2 

s\na =i S(a) =: : • 



(3G) 

On peut, si Ton veut, considérer le nombre a comme le rapport de 
Tangle A k l'angle U, défini par l'égalité 



U 
J) 



n 



mais, pour cela, il faut admettre rexislence de cet angle U. 



Relations entre les côtés d'un quadrilatère trirectangle ou birectangle. 

16. Soit ABCD un quadrilatère {fig* 12) qui a trois angles droits B, 
C, D. Enjoignant AC, on a 

shAI) = shACcosACB, 

shBC — shACsinCAHi 

cosACB — sinCABchAH; 



d'où 



Ensuite, 



doii 



shAI) , .,, 
-T-vTr =chAB. 

lhAI)=:shCI)langACI), 
IhBC = ihAC siiiACI), 
IhCI) = lh4C cosACI); 



thAI) , ^,, 
-■ =zchCI). 



tliBC 



Fig. 12. 



/ 



/ 



B 



Soit ABai {fig. i3) un quadrilatère qui a deux angles droits a et b. 
Supposons d'abord l'angle A aigu, et abaissons BD perpendiculaire 
sur Aa : le quadrilatère trirectangle BDa6 et le triangle rectangle ABD 
donnent 

oh AH 

shB6 = shrtT)chBI)=:slï(A^-AI))^4f^ =:r eh AH(sh Aa — ch Ar/lhAD); 

en Al) 



OU, en remplaçant ihAD par ihABcosA, 



shB6 = shAa chAB — cliAashABcosA 



En supposant Â obtus, on arriverait au même résultat 



Fig. i3. 




Pour retenir cette formule, il convient de l'écrire 

ch^Bô -^ ^) = ch^A^ H- '^\ ChAB - shUa-h ~) sh AB cosA 



et (le regarder 



B^H > AaH , AB 

2 2 



comme les côtés d'un triangle dans lequel A est l'angle opposé au côté 
BoH 

2 

Cela revient à dire, avec Battaglini, que les droites Aa et B6, per- 
pendiculaires à une même droite ab, se rencontrent en un point 

idéale, dont la distance aux deux points aei b est égale à — • 



( 38) 



CHAPITRE II. 



CONSTRUCTIONS. 



Pour voir quelles sont les constructions que Ton peut faire en Géo- 
métrie non euclidienne avec la règle et le compas, il faut chercher la 
forme de l'équation de la ligne droite et du cercle. 



Coordonnées. 



17. Soient P et Q les projections d'un point M sur deux axes rectan 
j^ulaires Oj?, Oy. 

Fig. 14. 



M 



/ 







bi 

It 1 



Ui, 



J'appelle coordonnées normales du point M, et je désigne par X, Y, Z 

les trois quantités 

shQM, shPM, chOM. 

J'appelle coordonnées homogènes du point M, et je désigne par x, y, 
z trois nomhres proportionnels à X, Y, Z : 



X = shQM, 
Y=:shPM, 
Z =chOM, 



Z nu A A I 



A représentant n'importe quel nombre, réel ou imaginaire^ autre que 
zéro. 



(39) 
Soit (0 Tangle que fait OM avec Ox; comme 

X= shOM coscij, 
Y = shOM sinoj, 
Z=chOM, 

on voit que X, Y, Z sont liés par la relation 

D'ailleurs, Z = chOM est essentiellement positif. 
Quant aux coordonnées homogènes a?, y, z, si elles sont réelles, 
elles doivent satisfaire a la condition 

.r»H- V*— 5* <o. 

Les rapports ^i -^ ont une signification géométrique remarquable : 

Z chOM chOQ 
y _ sh PM _ thPM _ 

On pourrait prendre ces rapports pour coordonnées du point M : 
c'est ce que fait Beltrami; mais alors on serait obligé d'attribuer des 
valeurs infinies aux coordonnées de certains points idéaux. En em- 
ployant des coordonnées homogènes, on évite cet inconvénient, et, en 
outre, on arrive h des formules plus symétriques. 

Transformation des coordonnées. 

18. Soient X', Y', Z' les coordonnées normales du point M relative- 
ment à un second système rectangulaire x'Oy de même sens que -cOy, 
c'est-à-dire que, si l'on déplace le système xQy dans le plan de ma- 
nière que Oo; prenne la position 0'x\ Oy vient s'appliquer sur OV et 
non sur son prolongement. 

Supposons d'abord que les deux origines et 0' coïrtcidenL 



(4o) 

Soient a {fig, i5) l'angle de 0^' avec Oj?, et co' l'angle de OM avec 
Oo?'; on a 

X = shOMcos(&)'4- a), 

Y = slîOM sin(w'H- a), 

Z =:chOM=rZ'. 



Mais 



par conséquent, 



X'^rshOMcosw', 
Y'^zshOMsîno)'; 

X = X' cosa -— Y' sin a, 
Y = X' sin a -h Y' ces a, 
Z = Z'. 



Fig. i5. 




On voit que le déterminant des coefficients de X', Y\ Z' dans ces 
formules est égal à -h i, et qu'on a identiquement 

X«-h Y*- Z«= X'-4- Y'«- Z'». 

Supposons ensuite que la nouvelle origine 0' (/?«-. iG) se trouve 

Fig. i6. 




sur Oo?, et que la direction O'a?' coïncide avec la direction Oa?. 

Soient 

Xo = sh 00', Yo = o, Zo = ch 00' 

les coordonnées de la nouvelle origine. 



On a d'abord 



puis, dans le triangle OO'M, 



(4i ) 



Y = Y'; 



shOMcosoj 
chOM 



c'est-à-dire 



shOO' chO'M H- chOO' shO'M cosw', 
chOO'chO'M-hshOO'shO'Mcosoj'; 

A, i^^ JLq Li -\- iK»o A, , 



Ainsi les formules de transformation sont 

A. ^^ ZiQ A. H— Aq/Ii y 

Y = Y', 

ij — Aq A ~\~ ij^ij • 

Ici encore, le déterminant des coefficients de X', Y', 7J est égal à 
r, et l'on a identiquement 

X» -H Y* — Z« = X'* + Y" — U\ 

Considérons enfin le cas général. Soit 0'a7*(y?g-. 17) le prolongement 

Fig. 17. 




de 00' ; pour passer du système xÇSy au système x* O'j , on peut prendre 
deux systèmes intermédiairesa/'Oj" , ^c^O'y ayant un axe commun ; et 
alors on voit par ce qui précède que les formules générales de trans- 
formation sont de la forme 



(0 



l X = aX'4-a'Y'-ha"Z', 
Z=:cX'H-c'Y'-+-c"Z', 



G. 



(] 



(42) 

et quiî les neuf coefficients a, é, c, ... sont des nombres réels satis 
faisant à Tidcntité 



X*-^ Y«~ Z*= X'*-^ Y'»- Z'« 



et à la condition 



a a a" 
b b' b" 

c c' c" 



= 4-1. 



Il est clair que, si les deux systèmes xOy^ a?'0'y étaient de sens 
contraire, le déterminant précédent serait égal à — i. 

L'identité X' -h Y^ - Z» -^ X'^ -4- Y'^ - Z^ équivau t aux six conditions 



(^) 



( 



a^^ b^ c» — 


I, 


aa'-f- 66' — ce' o, 


a'^ + i,'t c'» - 


', 


a'a'^b'b" c'c'' = o. 


rt'i _H b'* c"* m 


— I, 


a^a-h b'b— c^c o. 



qui permettent de résoudre les formules (i) par rapport à X', Y', 7J; 
on trouve 

j Y'= rt'X-f-6'Y-c'Z, 

( Z'^-a^X-^'Y-f-c^Z. 



(3) 



Il en résulte que, entre les coordonnées homogènes a?, y, z du 
point M dans le système xOy et les coordonnées homogènes x\ y, s' 
du même point dans le système x'O' y\ il existe les relations 



(4) 



et, par conséquent. 



i 'kx' =: ax -\- by ^cz, 
< 'ky'=: a'x -+- b' y — c'^, 
( Iz' z- - a" A- ~ b''y -+■ c^z. 



X désignant un nombre quelconque différent de zéro. 

En faisant 

X' = o, Y' = o, Z'nrl 



dans les formules (i), on voit que a'', A", c" sont les coordonnées nor- 



(43) 

maies de la nouvelle origine 0' dans l'ancien système. En désignant 
ces coordonnées par Xo, Y©, Z^,, la dernière des formules (3), 

devient 

chO'M = - XoX - Yo Y -4- ZoZ, 

formule qui donne la distance de deux points quelconques 0' et M, et 
que nous retrouverons plus loin. 

Distance d'un point à une droite. Coordonnées d'une droite. 

Équation d'une droite ou d'un point. 

19. Soient MP la distance du point M à la droite D (y?^. 1 8), et OA la 

Fig. i8. 




av 



perpendiculaire abaissée de l'origine sur cette droite. Dans le quadri- 
latère birectangle OAPM, on a (16) 

shMP = shOA chOM — chOA shOM cosAOM. 

Considérons un point y?xe B situé sur le prolongement de OA, du 
côté de A ou du côté de ; si nous regardons la distance MP comme 
positive quand les points M et B sont de part et d'autre de la droite D, 
et comme négative dans le cas contraire, et que nous fassions la même 
convention pour la distance OA, nous aurons dans tous les cas 

sh MP = shOA chOM — chOA shOM cosÉOlà, 

ou, en désignant par co et 3 les angles que OM et OB font avec Oo?, 

shMP = shOA chOM — chOA shOM cos( w — (3), 



\ 



(44 ) 



OU enfin 



(>) 


ShMP - WZ 


VY UX, 


on posant 


U — chOAcosP, 


X shOMcosb), 




V-chOAsin|3, 


Y shOMsinu, 




W-shOA, 


Z-cbOM. 



X, Y, Z sont les coordonnées normales du point M; par analogie, nous 
dirons que U, V, W sont les coordonnées normales de la droite D. En 
changeant le sens de la direction OB, on aurait un second système de 
coordonnées normales — U, — V, — W. 

J'appelle coordonnées homogènes de la droite D trois nombres réels ou 
imaginaires w, v, w proportionnels à U, V, W. 

On voit que U, V, W sont liés par la relation 

et que les coordonnées homogènes u, ^, w doivent satisfaire, quand 
elles sont réelles, k la condition 

Si Ton définit le point M et la droite D par des coordonnées homo- 
gènes, la formule (i) devient 

shMP = 



\Ju^ -\- V' — w^ \Jz' — /' — œ^ 

Ainsi l'équation 

peut être regardée soit comme Téquation ponctuelle de la droite D, soit 
comme Téquation tangentielle du point M. 

Formules de transformation. 

20. Soient X', Y', Z' et U', V, W les coordonnées normales du 

point M et de la droite D relativement à un second système x'O'y'. 

On a aussi 

ShMP = W'Z' — V Y'- U'X', 



(45) 
d'où 

UX -h VY - WZ =: U'X'-h V'Y'- WZ'; 

et cette égalité doit devenir une identité quand on y remplace soit X', 
Y', Z' par leurs valeurs en fonction de X, Y, Z données par les for- 
mules (3) du n** 18, soit X, Y, Z par leurs valeurs en fonction de X', 
Y', Z'. On trouve ainsi 

( w-clJ'-+-c'V'4-c''W^• 
u^= aU+ bV -cW, 

(2) \ y'=z a'U-f- b'V — c'W, 

W =r - a'^U - b'Y 4- c'W. 

Par conséquent, les formules de transformation pour les coordonnées 
tangentielles sont les mêmes que pour les coordonnées ponctuelles; la 
raison en est que les coordonnées d'une droite sont, comme nous le 
verrons plus loin, les coordonnées d'un point w/ca/qu'on appelle le ^orf/e 
de cette droite. 

Il résulte des formules précédentes que, entre les coordonnées ho- 
mogènes M, i', iv de la droite D dans le système œOy et les coordonnées 
homogènes u\ 9\ m/ de la même droite dans le système a?'0'y, on a 
les relations 

I Tiu' :=au -h bv — ciVy 

(3) { Xt/=a'M hb'v — c'iv^ 

\ '^^%^'=z—'a"u—b''^^-\-c'^^%*, 

d'où 
Si, dans les formules (i), on fait 

on voit que les coordonnées normales de O'x' dans le système û^Oy 
sont a\ b\ c\ De même, a, 6, c sont les coordonnées normales de O'y'. 
Mais si la droite D passe par la nouvelle origine 0' (/ig. 19), en me- 
nant O'N perpendiculaire sur cette droite, on a, par définition^ 

y ==sina:'N =zzt cosx'D; 



or 



(46) 



V=za'U-f-6'V-c'W, 



et nous venons de voir que a\ h\ c* sont les coordonnées normales de 



Fig. 19. 




O'o?' dans le système xÇiy\ donc, en désignant ces coordonnées par L'o, 
Vo. Wo, on a 



/\ 



±: cosx'D = UUo -h VVo - W Wo, 

formule qui donne l'angle de deux droites et que nous retrouverons 
plus loin. 



Droites et points imaginaires, réels, limites ou idéaux. 



ai. Soit .r, j, z un système quelconque 
do trois nombres réels ou imaginaires qui 
ne soient p{is tous nuls, on convient de dire 
que ces trois nombres sont les coordonnées 
d'un point. 

On dit que deux points sont identiques 
quand leurs coordonnées sont proportion- 
nelles. 

.r,j, z étant donnés, on considère les 
nombres x\ y, z' définis par les formules 
(4) du n"" 18 comme les coordonnées dans le 
système x'O'f du point qui a pour coor- 
données X, j, z dans le système xOj. 

On dit qu'un point est imaginaire quand 
ses coordonnées x, j, z ne sont pas pro- 
portionnelles à trois noipbres réels. 

Si, au contraire, j:, j, z sont proportion- 
nels à trois nombres réels xo) Jo) ^o» on dît 
que le point x, y^ z est 



réel 


si xl-\-yl — zKo, 


limite 


si ^î-HjJ — 2j=o, 


idéal 


si a?J -f- rî — «J > 0. 



Soit u, (>, (V un système quelconque de 
trois nombres réels ou imaginaires qui ne 
soient pas tous nuls, on convient de dire 
que ces trois nombres sont les coordonnées 
d'une droite. 

On dit que deux droites sont identiques 
quand leurs coordonnées sont proportion- 
nelles. 

M, p, w étant donnés, on considère les 
nombres u', v\ w' définis par les formules 
(3) du n"* 20 comme les coordonnées dans 
le système x'O'f de la droite qui a pour 
coordonnées w, <», w dans le système xOy. 

On dit qu'une droite est imaginaire quand 
ses coordonnées u^ v^ iv ne sont pas pro- 
portionnelles à trois nopdbres réels. 

Si, au contraire, «, p, w sont proportion- 
nels à trois nombres réels tto> ('o» ^oy on dit 
que la droite u^ y, w est 



réelle 


si 


u\ -h (^J — wj > 0, 


limite 


si 


"î -^-^0 — «'o =0, 


idéale 


si 


u\ -f-i'î — «'î <o. 



(47) 



Les formules qui déterminent x\y\ z' en' 
fonction de x, j^, z montrent d'ailleurs que, 
si un point est imaginaire dans le système 
xOf, il Test aussi dans le système x'Ojr', 
De môme, s'il est réel, limite ou idéal. 

On dit qu'un point Xy y^ z est sur une 
droite u^ p, w lorsque 

ux -^vy — wz = G. 

Soient x\^y\^ zi et .ri,/s Zf deux points 
d*une droite, tous les autres points de celte 
droite auront des coordonnées de la forme 



X 



X ri 



z = X^i -h 



v-yu 



Les formules qui déterminent u\ v\ w' en 
fonction de u, v^ w montrent d'ailleurs que, 
si une droite est imaginaire dans le système 
xOf^ elle l'est aussi dans le système x^O'y'. 
De môme, si elle est réelle, limite ou idéale. 

On dit qu'une droite u, i», w passe par un 
point X, y^ z lorsque 

ux -\-vy — wz = G. 

Soient ui, pi, tvi et u^^ (^i, w^ deux des 
droites qui passent par un point, toutes les 
droites passant par ce point ont des coor- 
données de la forme 

u = X«i -i- fjittj, 



On dit qu'un point a?, y, z est sur le cercle limite lorsque 



x^-k- y^ — 5' = o ; 



et alors, les coordonnées x\y\ 3' de ce point dans un autre système de 
coordonnées vérifient aussi la relation 



j:"-}-^'* - 5'*=o; 



doncFéquation du cercle limite est 

^'-H/' — 3* = o, 

dans tous les systèmes de coordonnées. 

On dit qu'une droite w, ^, w est tangente au cercle limite quand elle 
n'a qu'un point commun avec lui, c'est-à-dire quand les deux solutions 
du système 

x^ -^y^ — s'r^ o 
ux -\- vy — wz =z o, 

sont confondues, ce qui arrive lorsque 

a' -h (?' — iv' = o ; 



et alors les coordonnées u\ {^\ w'de cette droite dans un autre système 
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de coordonnées vérifient aussi la relation 
donc l'équation tangentielle du cercle limite est 

l/î 4- (>î — (V* =r O 

dans tous les svstëmes de coordonnées. 



Rapport anharmonique. 



âS. Soient Ai, At, A3, A4 quatre points 
situés sjr une même droite et définis par 
leurs coordonnées a:/, j/, «/. 

Si les deux premiers points sont distincts, 
les coordonnées des doux derniers sont de 
la forme 

Xi = \7'i -H Firj, 74 = X>i -+- fi'^ ,, 

et alors les trois rapports 

ri38— 2fr8 . xiZk — zo\ 






Jî2*~2t/4 

Zj jr4 — X\ z^ 
.Tir4— •.)'i.r4 



ont pour valeur commune 

X • X" 

et cette valeur commune ne change pas ni 
quand on multiplie par un même nombre 
les coordonnées de Tun des quatre points, 
ni quand on rapporte ces quatre points à un 
autre svstème de coordonnées. 

D'ailleurs, si les deux premiers points 
coïncident, nos trois rapports sont évidem- 
ment égaux à l'unité. 

C'est la valeur commune de ces trois 
rapports qu'on appelle le rapport anharmo- 



Soient Di, Dt, D3, D4 quatre droites pas- 
sant par un même point et définies par leurs 
coordonnées «/, i^/, «7. 

Si les deux premières sont distinctes, les 
coordonnées des deux dernières sont de la 
forme 



«j = X«i H- fii/j. 
(-3 =Xci -h jXi',, 



W4 = X'«i -h fJUé',, 

«'4 = X'm'i-h fJi'«',; 



et alors les trois rapports 



t>| (y'3 — w^ v^ 
4^1 «'3 tV, i'3 

fVj//3 ttiIVs 

«1^8 — ^1 «S 



V\ ^4 — fV| ('^ 



<',fl'4 
«V,tt4 



«'jC4 



Wt u^ — Uf rf 4 

«l<'4--P|«4 



Ml i'3 — (',«3 Mif4 — V^U^ 

ont pour valeur commune 

X • X" 

et cette valeur commune ne change pas ni 
quand on multiplie par un même nombre 
les coordonnées de l'une des quatre droites, 
ni quand on rapporte ces quatre droites à 
un autre système de coordonnées. 

D'ailleurs, si les deux premières droites 
coïncident, nos trois rapports sont évidem- 
ment égaux h l'unité. 

C'est la valeur commune de ces trois rap- 
ports qu'on appelle le rapport anharmo- 



(49) 



nique des quatre points Ai, As, As, A4 et 
qu'on désigne par le symbole 

(AiAtAsA*). 

Pour trouver la signification géométrique 
du rapport anharmonique de quatre points 
géométriques, prenons pour axe des x la 
droite sur laquelle ils sont situés, et alors, 
en remplaçant les coordonnées x et z par 
leurs valeurs dans 

Z\X% XyZ^ ^ Z1X4 XxZif 

■ , 

Z) JTj ^'1 Z% Z\ J74 — X\ Z4 



on trouve 



(A, A, A, A4) = 



__ shAi As , shAi A4 



nique des quatre droites Di, Dt, Dj, D4 et 
qu'on désigne par le symbole 

(DiD,D,D4). 

Pour trouver la signiGcation géométrique 
du rapport anharmonique de quatre droites 
géométriques, prenons pour origine leur 
point de concours, et alors, en remplaçant 
les coordonnées u et (^ par leurs valeurs 
dans 



shAtAs ' shAtA4 



on trouve 



(D,D,D,D4) = 



sinPtPa . sinPtPfc 
sinPsP] ' sinPiP4 



Le rapport anharmonique de quatre points en ligne droite A, , A2, A3, 
A4 est égala celui des quatre droites qui les joignent à un point extérieur 
^0» J^o» ^0- Car, en désignant les coordonnées des quatre points comme 
ci-dessus, les équations des deux premières droites sont 



D.^ 



X y z 






X y 




^0 J'o ^0 


— 0, 


D.- 


•^0 y^ 


-0 


^1 yv ^1 






^x yt 
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\ autres sont 






XD,-^ 


fxD, = 0, 




1 


X'Dt-i- 


F'D, 


• 
• 





= 0, 



donc le rapport anharmonique des quatre droites et celui dés quatre 

points ont pour valeur commune ^ : y?- 

Dans le cas où A,, A2, A3, A4 et le point extérieur sont des points 
géométriques, en abaissant OH perpendiculaire sur la droite des quatre 
points, on peut écrire 

shA, A3 shOH = shOA, shOA, sin AjOA, 
et trois autres relations analogues. On en déduit 



shAïAs , sliAtA^ sinA,OAj , sinA,OAv 

sliAsAs ' shA,A4 ~~ siiiAsOA, * siiiAs()A4 



c. Q. F. n. 



G. 



(5o) 

Ainsi les raisonnements basés sur la considération du rapport an- 
harmonique, en particulier, la théorie des pôles et polaires et les pro- 
priétés harmoniques du quadrangle et du quadrilatère subsistent en 
Géométrie non euclidienne. 

Pour abréger, nous appellerons pôle d'une droite ou polaire d'un 
point le pôle de cette droite ou la polaire de ce point par rapport au 
cercle limite x^ -\- y^ ^ z^ = o. 

La polaire d'un point réel est une droite idéale, et la polaire d'un 
point idéal est une droite réelle. 

Distance de deux points. 

23. Soient A et A< deux points géométriques définis par des coor- 
données homogènes â?, y^ z et x^^y^^ s,. Joignons ces deux points à 

Fig. 20. 




t:-:—-» t 



»x> 



l'origine {fig^ 20); en désignant par (o et par a)< les angles que OA 
et OA, font avec Ox, le triangle OAA, donne 



chAA,=:chOA chOA, — shOAshOAi cos(a) — Wi), 



c'est-k-dire 



chAAi = 



•-1 — yy\ — ^^^1 



^z^ — y—x^sjz\ — y\'-x\ 



En posant 



P = 

Pi = 
Q = 



.1 

1 



oi4»\ 



on en déduit 



ihAAi^z 



y\ — ^\y 

- JJl — ^^i > 

\/Q'-PPi 

Q ' 



( 5i ) 

d'où 

,_ Q + V/Q'-PP. 



glAA,_ 



Q - v^Q' - PPi 
ou 



>,ÎAA, C. • i_ 



en désignant par Ç7. ^ les racines de l'équation 

Mais cette équation exprime que le point de la droite AA, dont les 
coordonnées sont 

appartient au cercle limite s^ —y^ — a?* == o. Donc, si A' et A" sont les 
points d'intersection de la droite AA< avec le cercle limite, le rap- 

port Çy : Çy est précisément le rapport anharmonique des quatre points 

A, A<, A', A"; et, par conséquent, 

AAi^ilogCAAiA'A"). 

Nous avons supposé que A et A, sont deux points géométriques; 
mais, s'il s'agit de deux points quelconques, nous définirons la dis- 
tance AA< par l'égalité précédente. Ainsi : 

La dislance de deux points est le demi-logarithme du rapport anhar- 
monique formé par ces deux points avec les deux points où la droite qui 
les joint rencontre le cercle limite (Klein). 

En partant de cette définition et en refaisant les calculs précédents 
en sens inverse, on retrouve la formule 

chAA,= x;3,-77,--^^^ 



v/-3* — 7* — x^ \Jz\ — y\ — x\ 



Comme on peut permuter les points A' et A", la distance AA, est 
susceptible de deux séries de valeurs de la forme 
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8 étant Tune de ces valeurs. Ces deux séries correspondent aux deux 
directions que Ton peut considérer sur la droite AA| ; izi est la pé- 
riode, c'est-à-dire la longueur de la droite entière. 



m 



La distance AA, est égale à une demi-période — quand 

(AAiA'A'')=-i, 

c'est-à-dire quand les points A et A, sont conjugués par rapport au 
cercle limite. 

Enfin la distance AAf est infinie quand l'un des points Aou A^ est 
sur le cercle limite : d'où le nom de cercle de V infini qu'on donne habi- 
tuellement au cercle limite. 



Angle de deux droites. 

24. Soient D et D| {fig- 21) deux droites géométriques qui se cou- 
pent en un point P ; et soient OA et OA, les perpendiculaires abaissées 

Fig. ai. 




de l'origine sur ces deux droites. Désignons par co et par co, les angles 
que OA et OA^ font avec Oo?; le triangle PAA, montre que ± cosDD< 
a pour valeur 

— sinOAA, sinOAjA -+-cosOAA| cosOAjAchAA, 

et, en considérant le triangle OAA,, on voit que cette valeur est 

égale à 

shOAshOAi — chOAchOAi cos(co — ^i); 



(53) 
donc, en définissant les droites D, D| par des coordonnées homogènes 

w =:>chOA cosw, «, = ^1 chOAi cosù),, 

v=z XchOA sinw, (^,=:Xi chOAi sinwi, 

W r=3 X sh OA, Wi =: Xi sh OAi, 

on a 

cosDDi = 



v/a* -ht'* — w^ \Ju\ -{- v\ — MP'Î 

formule déjà trouvée au n° 20. 

En raisonnant comme au numéro précédent, on trouve que, en ap- 
pelant D' et D'' les tangentes au cercle limite issues du point P, 

î)Dr=:i-.log(DD,D'D^), 

Pour établir cette formule, nous avons supposé que D et D< sont 
deux droites géométriques concourantes; s'il s'agit de deux droites 

quelconques, nous définirons l'angle DD, par cette formule même. 
Ainsi : 

L'angle de deux droites est le produit de — . par le logarithme du rap- 

port anharmonique formé par ces deux droites avec les tangentes au 
cercle limite menées par leur point de concours (Klein). 

En partant de cette définition, on retrouve la formule 

cosDDi = 



Comme on peut permuter D' et D'% l'angle DD^ a deux séries de va- 
leurs 

a étant l'une de ces valeurs. 

La période est-rr : c'est l'angle que doit décrire une droite en tour- 
nant autour de l'un de ses points pour revenir s'appliquer sur elle- 
même. 

L'angle DD< est égal à une demi-période - quand 

(l)DiD'D'')rr-i, 
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c'est-à-dire quand les droites D et D, sont conjuguées par rapport au 
cercle limite. 

Ainsi toutes les perpendiculaires à une droite passent par son pâle. 
Deux droites ont toujours une perpendiculaire commune» savoir la/?o- 
laire de leur point de concours, mais cette perpendiculaire commune 
n'est réelle que si les deux droites se rencontrent en un point idéal. 

Hauteurs d'un triangle. 

25, Les trois hauteurs d'un triangle concourent en un même point 

RÉEL, LIMITE OU IDÉAL. 

Ce théorème est vrai, quelle que soit la nature des côtés ou des 
sommets du triangle, et se démontre comme en Géométrie euclidienne. 
En effet, soient 

D| ^ zzi — yyt — xxi ==0 ( f 1= i , 2, 3 ) 

les équations des trois côtés du triangle; en remarquant que la con- 
dition de perpendicularité de deux droites w, (^, tv et w,, ^,, w^ est 

et en posant 

on voit que les trois hauteurs ont pour équations 

et, par conséquent, concourent en un même point. 

Droites parallèles. 

26. Lorsque deux droites D et D, se coupent sur le cercle limite, les 
tangentes D' et D'' au cercle limite menées par leur point de concours 
se confondent; et alors, le rapport anharmonique (DD, D'D") étant égal 
à l'unité, l'angle des deux droites D et D, est nul. 

Étant donnés un point géométrique A {^fig- 22) et une droite géo- 
métrique D, nous allons montrer qu'on ^%\iX construire les deux droites 
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qui joignent le point A aux points d'intersection de la droite D avec le 
cercle limite. 

Prenons pour axe des x la droite D et pour axe des j la perpendicu- 




laire abaissée du point Â sur la droite D, et posons, pour abréger, 



OA=:â. 



L'équation d'une droite passant par le point A et faisant un angle co 
avec l'axe des y est de la forme 



X 



shd tango) ' thd 



— J5 = o: 



les coordonnées du point où cette droite rencontre l'axe des x satisfont 
à la relation 

-« — y«__ x'^^^ z^{i — sh*i tang^ûj); 

donc ce point est réel, limite ou idéal, selon que tangco est inférieur, 
égal ou supérieur à -jrg- 

Mais Bolyai a montré que l'on ^^wX. construire un angle dont la tan- 
gente soit égale à -j-g- 

En effet, menons BF perpendiculaire à Ox en un point quelconque B, 
abaissons AC perpendiculaire sur BF, et, du point B comme centre 
avec AC pour rayon, décrivons un arc de cercle qui rencontre nécessai- 
rement OA en un point E, car AC >B0 : l'angle OEB est l'angle cher- 
ché. Car, en désignant cet angle par A, on a (16) 



(I) 



sin A =: 



shOB _ I 
shAC "" chô' 



( 56 ) 
d'où 

(2) langA=^- C.Q.F.D. 

Par conséquent, si Ton mène par le point A deux droites AP et AP' 
faisant avec AO un angle égal à A, ces deux droites AP et AP' passeront 
par les points d'intersection de la droite D avec le cercle limite. 

D'après ce qu'on a vu plus haut, une droite AD, qui passe par le 
point A et qui fait avec AO un angle co moindre que A rencontre la 
droite D en un point réel; mais il n'en résulte pas que ce point ait une 
existence géométrique : il faut le démontrer. 

Il ne servirait à rien de dire que, sh S tango) étant moindre que 
l'unité, la droite AD, rencontre la droite D en un point M tel que 
thOM = shStangco; car nous admettons bien qu'il existe un nombre jji 
tel que th[jL = shStangco, mais nous n'admettons pas qu'il existe 
nécessairement une longueur OM^ qui ait pour mesure ce nombre [x. 

Pour lever la difficulté, remarquons qu'on peut trouver sur OD un 

point M' tel que 

thOM'>shdtangût); 

il en résulte que l'angle OAM' est plus grand que l'angle co, et alors la 
droite AD,, tombant à l'intérieur de l'angle OAM', rencontre nécessai- 
rement OM' en un point M. c. q. f. d. 

Considérons maintenant une droite ADj faisant avec AO un angle 
aigu OAD2 plus grand que A. Au point de vue géométrique, les deux 
droites D et Dj ne se rencontrent pas; mais on peut construire une 
perpendiculaire commune à ces deux droites. En effet, nous savons (8) 
qu'on peut trouver sur ADj un point F dont la distance à la droite AP 
soit plus grande que AO, et alors, en abaissant FB perpendiculaire 
sur Ox, on aura, à plus forte raison, FB > AO; donc, dans le quadri- 
latère birectangle AOBF, l'angle F est aigu (6). Mais l'angle OAF est 
aussi aigu, par hypothèse; par conséquent, les perpendiculaires AC 
et FG abaissées des points A et F sur BF et sur AO se coupent néces- 
sairement en un point H, et, dans le triangle AHF, la hauteur HJ, 
issue du point H, passe par le point de concours des deux autres hau- 
teurs AG et FC (25), c'est-à-dire qu'elle est perpendiculaire à OB : 
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ainsi cette hauteur HJ est à la fois perpendiculaire aux deux droites D 

et Da- 

D'ailleurs on peut le vérifier. En effet, abaissons HI perpendiculaire 

sur OB. On a (16) 

thO A __ chOB 

ihlH — chlB ' 

ihBF _ cliOB 
thlll "■ chOl' 

ensuite, en abaissant AJ et FJ' perpendiculaires sur IH, 

ihOA = ihIJ chOl, 
ihBF =ihIJ'chlB, 

d'où IJ = IJ'; donc les points J, J' coïncident. c. q. f. d. 

Ainsi, étant donnés un point A et une droite D, nous avons pu con- 
struire deux droites AP et AP' telles qu'une droite passant par le 
point A rencontre ou ne rencontre pas la droite D, selon qu'elle est ou 
n'est pas située dans l'angle PAP'. 

Lobatschewsky exprime ce fait en disant que les deux droites AP 
et AP' sont parallèles à D, l'une dans un sens, l'autre dans l'autre. 

A notre point de vue, deux droites sont parallèles quand elles se 
coupent sur le cercle de l'infini; il en résulte immédiatement que 
doux droites parallèles à une troisième sont parallèles entre elles^ 

L'angle A, que nous avons appris à construire, s'appelle Vangte de 
parallélisme correspondant à la distance S; Lobatschewsky le désigne 
par n(o) : 

A=.n(d). 

Il est défini par les formules (i) et (a), ou encore par 
(3) cosA=^tlia. 

Cette dernière formule permet de démontrer que deux parallèles 
sont asymptotes l'une à l'autre. En effet, d'un point N de AP abais- 
sons NB perpendiculaire sur Ox; le quadrilatère birectangle OANB 

donne (16) 

shB\z=sh(îchAN~chdshANcosA; 
G. 8 
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d'où, en remplaçant cosA par ihS, 

shNB = shde-AX; 

donc NB tend vers zéro lorsque AN augmente indéfiniment. 

En résumé, deux droites étant données, ou bien elles se coupent, ou 
bien elles ont une perpendiculaire commune, ou bien elles se rappro- 
chent indéfiniment sans jamais se rencontrer. 

Cette proposition était connue longtemps avant Lobatscbewsky (voir 
Sacc/ierii Euclides ah omni nœvo inndicaliis . Mediolani ; 1 723 V 

Triangles polaires. 

27. Soient D et D, deux droites, A et A, leurs pôles, D' et D" les 
tangentes au cercle limite menées par leur point de concours; les 
points do contact A' et A" de ces tangentes sont situés sur la 

droite AA,, et 

(DD.D'IKj-^CAAjA'A^), 

par conséquent, 

i 

l'angle de deux droites est égal au produit de - par la distance de leurs 
pôles. 

Donc on peut dire, dans un certain sens, que, si l'on a deux trian- 
gles tels que les sommets de l'un soient les pôles de l'autre, les angles 

de l'un sont égaux aux côtés de l'autre multipliés par - • 

Mais, comme l'angle de deux droites et la distance de deux points 
sont susceptibles chacun de deux séries de valeurs, si l'on veut arriver 
à un énoncé précis, il faut auparavant définir ce qu'on entend par 
côtés et par angles d'un triangle. 

Soient A,, A^, A., trois points définis par leurs coordonnées a-,, 
V/, Z'i. Les coordonnées des trois droites A^A,, A., A,, AjA.^ sont les 
mineurs du déterminant 



^l 


Jl 


^1 


Xi 


Xt 


-Sj 


•^3 


.>'3 


^.i 
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et ces mineurs, que je désigne par oô^, y\, z\, sont aussi les coordon- 
nées des pôles A',, A^, A, de ces trois droites. 

Les distances A^A^, A^A,, AjA^ et les angles AjA^Aa, A, AgAa, 
Aax^aA, sont susceptibles chacun d'une infinité de valeurs. Désignons 
par 

«i> ûf,, ûTj, A„ Aj, A3 

un systfenoe de valeurs de ces six quantités, et posons, pour abréger, 

^ij—^iZj—yiyj—XiXjy 

nous aurons 

*îî*^3> *^8>*^11 "ll"î« 

P'î p'« p'ï 

cos«A, = p7-^, cos«Aî=p7-^, cos*A3=: p7-^; 
d'où, en s'aidant des identités 

*ll^=^P«î*88 *J8» 

AJP P' P' P'J 

et autres analogues, on déduit d'abord 

^ . . _ (PnPi8-PiiP«8)' {cha,cha,^scha,y 

^~(P88P,i-P,S)(P,iP«-Pî.)~ sh'a,sh«a3 



(0 \ avec 



1 1 i_ * ll"ïïr83 

£ = chaiCha,chas p ' ' = db i ; 



puis 



, , (cosAjCOsAj— ê'cosA,)* 



sin*AiSin*As 
(2) { avec 



P' P' P' 

* P' P' P' — 

*^ 23 ' SI * lî 



i' =r ces Al ces A, cosAj ^y w^J^nf^ == db I ; 



(6o) 
ensuite 

na I> P P' 

^" "» — p î> — p p" ' 

P' P' p'2 p 

ciii*\ — . ' aî^33 ' i9 _ At ^n . 

MU ..^i P' P' ' 

par conséquent 

sin*A| _ sin*A, _ sin*Aj 

(]eci posé, nous dirons que a,, a^, a,, A<, Aj, xA, sont les cd/^'^ et les 
angles de l'un des triangles A, A^As, si ces six quantités vérifient les 
neuf relations 

pj pî pi 

chai cha,cha3 =: -h yr — 5 — p— » 

(3) ' cosAiShdTj sliâr8=:chCTj chûTs— chai, 

ces Ajshaj shûTi = chas cha, — cha,, 
cosAjshai sha, =: cha, cha, — cha,, 

sinAi sinAt sinAs 
sha, shas shaa 

Mais si ces neuf relations sont vérifiées, on -en déduit, en comparant 
les sept premières à la relation (i), 



/ > 



P'I p'î p'2 

(4) cos'A<— ^^, , cos'A,— , ^' , cos^A,— p. *' -• 

*^îi*ia ■38*11 *ii'ï 

puis, des cinq dernières, on tire, par un calcul direct, 

(' chaj sinA, sinAs^ cosAjCOsAsH- cosAj, 
cha, sinAsSinAi= cosAsCosA,-!- cosA,, 

(5) > chaasinA, sinA,=:cosA, cosA,-4- cos As, 

sha, sha, _ sha, 

sinA, sinAj sinA,^ 

après quoi la formule (2) montre que 

P' P' P' 

(6) cosA,cosA,cosA8=: — -P-^^—p. 

* Il "ïî* 33 
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On a ainsi neuf relations nouvelles (4)» (5), (6) : en y faisant 



a' 






a' 



(7) { aj^TTTt -— A', £, A,=:7r r> 






a^^^Tii — A3I, As =77 -t 

on a neuf relations de la forme (3) entre les six nouvelles quantités 
a\^a\^à^^ A'^, A.J, A',; donc ces six quantités sont les côtés et les 
angles d'«n triangle A, A'^Aj, qui est dit le triangle polaire du triangle 
A, A2A3 dont les éléments sont a,» a^, a^, A|, A^, A,. 

Or, en négligeant les multiples de 2^ et de 27:1, les formules (3) 
définissent 64 systèmes de valeurs pour a,, a^» «3, A,, Aj» A3, a cha- 
cun desquels correspond, en vertu des formules (7), un système de 
valeurs pour a',, a,, a',, A',, A!j, A',. 

Il y a donc 64 couples de triangles polaires. 



Points opposés. 

28. Pour que a,, ^2, a^ soient les côtés à'un triangle A^A^A,, il 

faut et il suffit qu'on puisse trouver pour chacun des radicaux v^P,/ 
une valeur déterminée, telle qu^on ait à la fois 

1» ^u _ ^ ai ^u _ Pu 



chrtj = —=——=> cha^izz - , cha3i= 



v^, v^p,. n/îs; v^p, I v/pi; V p« 

Dans cet ordre d'idées, il convient de définir un point quelconque 
par des coordonnées normales X, Y, Z liées par la relation 

et de regarder les deux points X, Y, Z et — X, — Y, — Z comme dis- 
tincts : on peut, si l'on veut, considérer ces deux points, que nous ap- 
pellerons /701/z/^ opposés, comme situés, l'un sur le recto^ l'autre sur le 
verso du plan. 
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En regardant toujours les nombres X', Y', Z' définis par les for- 
mules 

X't= aX+^Y-cZ, 

Y'= a'XH-.6'Y-c'Z, 
IJ =z - a-'X ~ b'\ -+- c'L, 

comme les coordonnées normales dans le système x'Q'y' du point qui 
a pour coordonnées X, Y, Z dans le système a;Oy, on voit que deux 
points qui sont opposés dans le système xÇiy le sont aussi dans le sys- 
tème xO'y, 

Les formules précédentes montrent que la valeur de 

ne change pas quand on passe d'un système de coordonnées à un autre ; 
donc on peut définir chA, A^ par la formule 

chA,A,z=:-X,X,-Y,Y,+ ZiZ,. 

Au point de vue actuel, toute droite UX-h VY— WZ = o a deux 
p()lcs opposés Ui, Vi, Wi et — Ue, — V/, — Wi. 

En appelant? celui des pôles de Oy qui a pour coordonnées i, o, o, 
ot Q celui des pôles de Ox qui a pour coordonnées o, i, o, on a 

chPAi --iXi, 
chQA,= — «Yf 

De même, en prenant o, o, i pour coordonnées du point o, 

ch OA, = Z, ; 

par conséquent, la formule qui définit chAA, peut s'écrire 

chA,A,=:chPAichPA,-hchQA,chOA,-+-chOA|ChOAj. 

Ensuite, soit P' celui des pôles de O'y' qui a pour coordonnées 1,0,0 
dans le système x'O'y^ Q' celui des pôles de O'x' qui a pour coordon- 
nées 0,1,0, et soient 0,0, i les coordonnées de l'origine 0'. Les coor- 
données des trois points P', Q', 0' dans le système a?Oy sont 

a/, bif ci; a'i, b' iy c'i; a", 6", c"; 
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(le sorte que, en désignant par A un point quelconque, les formules 
(le transformation prennent la forme 

chP'A = chPP'chPA -f- ch QP' chQA -4- chOP'chOA, 
chQ'AizrchPQ'chPA-hchQQ'chQA-hchOQ'chOA, 
chO'A nrchPO'chPA 4- chQO'chQA H-cliO(VchOA; 

ces formules subsistent d'ailleurs quel que soit le triangle P'Q'O' pourvu 
que le triangle PQO soit trirectangle. 

On pourrait prendre chP'A, cliQ'A, cliO'A pour coordonnées du 
point A relativement au triangle P'Q'O'; mais il est inutile de multi- 
plier les systèmes de coordonnées. Nous remarquerons seulement qu'on 
a une image très nette de la manière dont nous envisageons actuelle- 
ment la Géométrie non euclidienne, en considérant sur une sphère un 
triangle trirectangle OPQ, et un petit cercle ayant pour centre le point 

Fig. 23. 




et pour rayon sphérique la huitième partie d'une circonférence de 
grand cercle. Nous ferons jouer à ce petit cercle le rôle du cercle li- 
mite en définissant la distance AA,(yîg^. 23) de deux points de la sphère 
comme le demi-logarithme du rapport anharmonique formé par ces 
deux points A et A, avec les points A' et A" où le grand cercle AA, ren- 
contre le petit cercle : 

. . I , sin AA' sinAfA' ' 
AA,=3 - log — ^^^^ : -^; 

sinAA" sinA,A" 
ensuite, en prenant pour coordonnées du point A les trois quantités 

X^fchPA, Yr=tchQA, Z=rchOA, 



on retrouve sans peine toutes les formules précédentes, et Ton voit que, 
pour distinguer deux points diamétralement opposés, on est obligé de 
leur attribuer des coordonnées égales et de signes contraires. 
. Revenons à la formule 

qui définit la distance A, A^ de deux points du plan. 

Si Ton se donne pour cette distance une valeur déterminée a satis- 
faisant à la relation précédente, les points A', A* où la droite Ai Aj ren- 
contre le cercle limite sont déterminés par Tégalité 

éf**=(A,A,A'A''). 

On trouve que les coordonnées du point A' sont 

X,-e«X„ Y,-e«V„ Zi-e«Z„ 

et celles du point A" 

Xi-e-«X„ Y,~^?^Y„ Z,-e «Z,. 

Par conséquent, la distance de deux autres points A, et A4 situés sur 
la droite A| A^ est déterminée à 2/1 Tut près par les deux formules 

Ch A3 A4 ::=^ Z)A4 — » 3 » * — X3 X^, 

AaA^z^ziloglA^AtA'A"). 

Il en résulte que, si Ton considère sur la droite AjA^ un point A 

tel que 

AjA^p, AAj^a — p, 

les coordonnées X, \\ Z de ce point sont définies par les égalités 

iXsha=r X, sh(a — p) -h Xjshp, 
Y sha = Y, sh(a — p) -f- Y,shp, 
Z sh a —-• Zi sh (a — p ) -f- Zj sh p. 

Hn particulier, les coordonnées normales du milieu de A, A^ sont 

XXj -t- Xj - - 1 ] -4- 1 j „ A| -H Zj 
'=^ , I — , /^ — . 

*x en - 2 eh - •< en ~ 

2 22 
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Inversement, si Ton donne les coordonnées normales d'un point A 
de la droite A, Aj sous la forme 

Z = XZ, -+- /xZi, 
la distance A, A = p est déterminée à imzi pvhs par les égalités 

>. sha nu sh(a — p), 
/jLsha = shp, 

d'où 

;jL sh A , A 

X sh A A 2 

Dans le cas où les points A,, Aa sont conjugués, en faisant 

4 4 ^^ 

a := A I A 2 ^= H y 

2 

on trouve que les coordonnées du point A situé sur A, Aj et tel que 

A, A = p sont 

IX — Xi chp — ishpX}, 
Y = YiChp-ishpY,, 
Z ^r Zj chp — f shpZj. 

Transversales. 

29. Soient A,, A^, A3 les trois sommets d'un triangle définis par 
leurs coordonnées normales X,, Y/, Z/, et ux -4- rv — ii^z = o l'équa- 
tion d'une droite D. Cette droite rencontre le côté A.xA^ en deux points 
opposés : soitB, l'un de ces deux points; on a, en vertu des formules 

du numéro précédent, 

shB|A, ^I), 

shHi A3 1)3' 
en posant 

De même, soient B^ l'un des points d'intersection de la droite D avec 

A3A,, et B., l'un des points d'intersection de cette même droite avec 
G. 9 
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A, A^, on a 



slïBjAi 

shBaA, 
ï^hliaAj 



I). 



d'où, en multipliant membre à membre, 

shBiAs shRsA.) shBjAi 
shHiAj shBjAi sliBsAs 



= -^ I 



C'est le théorème de Ménélaûs. Il est bon de remarquer que ce théo- 
rème n'a de sens qu'autant qu'on regarde deux points opposés comme 
distincts; car, autrement, chaque distance telle que B1A2 ne serait 
déterminée qu'à /zir^ près et, par conséquent, chacun des trois rap- 
ports serait susceptible de deux valeurs égales et de signes con- 
traires. 

Soit Ao un quatrième point, X©, Yq, Z© ses coordonnées; désignons 
par C, l'un des deux points d'intersection de A^A, avec le côté A2A5, 
et posons 

X, Y, Z, 

^k ^k Z/,. 

nous aurons, comme plus haut, 

shCi Aï (012) 

shlV^", "~ (o j 3) ' 

De même, en appelant C2 l'un des points d'intersection de A^A^ 
avec A3 A, et C3 l'un des points d'intersection de A0A3 avec A,Ao, 
on a 

sllCjAa (028) 



shC,A, 
shCaAi 



(02 1) 

(o3i). 



shCsxij (o3 2)' 

d'oii, en multipliant membre a membre, 



shCjAs shCjAa shC^A, 
shCiAj shCjA, shC3A2 
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Ce dernier théorème montre que les trois médianes d'un triangle 
concourent en un même point. 

Cercles, hori cycles et hypercycles. 

m 

30. J'appelle cycle le lieu des points équidistants d'un point fixe 
appelé centre et» par conséquent, aussi équidistants de la polaire du 
centre, que j'appellerai Vaxe du cycle. 

Je réserve le nom de cercle pour les cycles qui ont pour centre un 
point ree/; quant aux cycles qui ont pour centre un point idéal ^i, par 
conséquent, pour axe une droite réelle, je les désigne sous le nom 
iV hypercycles , 

Un hypercycle se compose évidemment de deux branches situées de 
part et d'autre de l'axe. 

En désignant par x^, y^, z^ les coordonnées du centre et par R le 
rayon, l'équation du cycle est, en coordonnées homogènes, 

(.) (3-,_^^„-.xXo)»=ch«R(;;J~ v;~^;)(x;'-j«-.r»). 

Cette équation, qu'on peut mettre sous la forme plus simple et tout 
aussi générale 

montre qu'un cycle n'est autre chose qu'une courbe du second degré 
hitangente au cercle limite z^ — y^ — o?^ = o; la corde des contacts est 
l'axe du cycle et son pôle est le centre (Klein). 

Dans le cas particulier où ^o».,Vo» ^0 ^^"^ des nombres réels satisfai- 
sant à la relation 



^' 



l'équation (2) représente une courbe reWfe, puisque z- — y'^ — x-^o, 
à laquelle Lobatschewsky a donné le nom tïhoricycle, et que l'on peut 
regarder comme un cycle de rayon infini, puisque la distance du point 
^09 yo* ^0 à tout point du plan est alors infinie. Pour trouver une pro- 
priété géométrique de cette courbe que l'on puisse prendre pour défi- 
nition, il convient de remplacer les coordonnées homogènes x, y, z 
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par des coordonnées normales X, Y, Z liées par la relation 

Téquation (-2) devient alors 

Zco— Y/o— Xj7o= I. 

Considérons deux points quelconques de la courbe A, et A.^ définis 
par leurs coordonnées X,, Y,, Z, et Xo, Yg, Zj : 

A] Zq y I Vq — \j ^Fq 3^ I , 
Aj ^0 ■ "2 ' '0 — -^ ï ''^o -— - ' » 



et formons l'équation 

/Z, 



- Y Y, - XX , = ZZi - YY2 - XX 



de la perpendiculaire au milieu de A,Ajj : on voit que cette perpendi- 
culaire passe par le point limite x^^ j^, z^y c'est-à-dire qu'elle est pa- 
rallèle k n'importe quelle droite passant par ce même point o^o.Vo, ^o- 
Ainsi on peut définir un horicycle comme le lieu des symétriques 
d'un point fixe A, par rapport à toutes les droites parallèles à une droite 
fixel} (fig. 2/4). 

Fig» 24. 




En partant de cette définition, on pourra construire autant de points 
de rhoricycle qu'on voudra, puisqu'on sait mener une infinité de pa- 
rallèles à la droite D (26). 

Il résulte encore de cette définition que, si l'on considère deux 
points quelconques de l'horicycle A, et A2, les rayons A,B|, A2B2, 
c'est-à-dire les parallèles à la droite D menées par les deux points A, 
et A2, sont également inclinés sur la corde A, Aj : c'est cette propriété 
que Lobatschevvsky et Bolyai prennent pour définition de l'horicycle. 
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Deux.horicycles sont superposables, car ils coïncident aussitôt qu'ils 
ont un point et un rayon commun. 

Aies radicaux. 
31. J'appelle axes radicaux de deux cycles 

(5-, — yyx — jcxx )«= 3» — r* — x^ 
les deux cordes communes 

5-0— //O— •2^-2^0= ±(55 i—JV,— J^X,) 

qui passent par le point de concours des axes 

des deux cycles, et forment avec ces deux axes un faisceau harmonique. 
Les six axes radicaux de trois cycles pris deux à deux forment quatre 
systèmes de trois droites concourantes, savoir : 

l)o:=±D,, 

±:I)i = dzI)„ 

en représentant par Do = o, D, = o, D2 = o les axes des trois cycles. 
Pour distinguer géométriquement ces quatre systèmes, il convient 
de considérer le lieu représenté par l'équation 

( s<3o — JJo — -^^0 )» = 5» — y * — .r« 

comme se composant de deux cycles opposés 

C'o = Z So — Y/o — X ^0 -+- 1 = o, 

que nous regarderons comme distincts, quoique coïncidents. 

Si le centre x^, y^, z^ est réel, nous considérerons les deux cercles 
Co et C'^ comme tracés l'un sur le recto, l'autre sur le verso du plan. 
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Nous ferons la même convention si le centre est sur le cercle limite, 
e'est-k-dire si Cq et C^ sont des horicycles. 

Mais si le centre est un point idéal, l'équation 

/jZq — I j'q — X Xq =^ H- I 

exige que les deux branches de Thypercycle Cq soient situées, Tune A, 
sur le recto et l'autre, B, sur le t^erso du plan ; de même, Thypercycle C„ 
a une branche A' tracée sur le verso et coïncidant avec A, et l'autre 
branche B' tracée sur le recto et coïncidant avec B. 

A ce point de vue, deux cycles Co= o, C, = o ne se rencontrent plus 
qu'en deux points et n'ont plus qu'un seul axe radical 

de sorte qu'on peut dire sans ambiguïté que les axes radicaux de trois 
cycles considérés deux à deux concourent en un même poinl. 



2 



Remarque, — On peut considérer une droite comme un cycle ayant 

pour centre le pôle de cette droite et pour rayon 

L'axe radical d'une droite et d'un cycle quelconque est cette droite 
elle-même. 
L'axe radical de deux droites est indéterminé. 

Puissance d'un point par rapport à un cycle. 
32. Soit 

Co= Z^o— Y/o— X.ro— I — o 

l'équation d'un cycle et X,, Y,, Z, les coordonnées normales d'un 
point A<. Menons par ce point une droite quelconque qui coupe le 
cycle en deux points A' et A"; soit Aa l'un des deux points opposés où 
cette même droite rencontre la polaire du point A, par rapport au 

cercle de l'infini. Nous savons (28) que, en faisant A, A, = -l- - > les 



7:1 

distances 

p'zziAiA', p"=:A,A" 



sont déterminées à inizi près, et qu'en désignant par X^,, Yo, Zj les 
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coordonnées normales du point Aj, celles du point A' sont 

X=::^X,chp'-«shp'X„ 
Y = Yichp'-eshp'Y„ 
Z=:Z, chp'-/shp'Z,. 

En écrivant que ces coordonnées vérifient Téquation du cycle et en 
posant 

Pio==^ Z|5o — Y,jo — X|.ro> 

on trouve 
De même 

Piochp''— £shp''Pio=i;. 
d'où, en éliminant P20» 

P,o sh(p'— p") = shp'— shp" 
ou 

2 2 P10-+-» 

Par conséquent, le produit th^th^ reste constant quand la se- 

cante tourne autour du point A, : c'est ce produit constant que nous 
appellerons la puissance du point A, . 

Ainsi la puissance d'un point X, Y, Z par rapporta un cycle Co = <>. 
c'est 

Co 

Il en résulte que le lieu des points d'égales puissances, par rapport 
à deux cycles C^ = o, C, = o, est l'axe radical 

Co— Ci = o 

de ces deux cycles. Par conséquent, les propriétés des cercles ortho- 
gonaux subsistent en Géométrie non euclidienne. 

Il importe de remarquer que la généralité de nos formules suppose 
que, dans le cas d'unhypercycle, on regarde les deux branches comme 
tracées l'une sur le recto^ l'autre sur le verso du plan; c'est-à-dire que, 
si la sécante issue du point A, rencontre l'une des branches en un 
point A' {fig, 25) et l'autre branche en un point A", les distances 
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p'= A, A' et p''-= A, A' sont l'une réelle, l'autre égale à une quantité 

Fig. a5. 




réelle augmentée de ir«. Si l'on ne voulait pas faire cette convention, 
on aurait tantôt 



^•-=the-',he:, 



r.o-f-2 



tantôt 



2 2 



2 



Co-l-2 



thî^ 
2 



selon que les points A\ A" seraient ou non sur la même branche. 
Comme application, considérons un hypercycle défini par son axe AB 




(Jig. 26) et par l'un de ses points C; abaissons CA perpendiculaire 
sur AB, et proposons-nous de déterminer les points d'intersection M 
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et M' de Thypercycle avec une droite DE perpendiculaire à AC au point D. 
Nous savons qu'on peut trouver sur DE un point F tel que la perpendi- 
culaire FG, abaissée de ce point sur AB, soit plus grande que AC; pre- 
nons sur GF une longueur GH = AC; le point H appartiendra à Thy- 
percycle, et la tangente en ce point, qui est perpendiculaire à GH, 
rencontre la droite DE en un point I, car nous supposons 

GH = AC>AD. 

Le cercle décrit de I comme centre avec IH pour rayon coupe ortho- 
gonalement l'hypercycle, ainsi que tous les cycles passant par M et M', 
et, en particulier, le cercle décrit sur MM' comme diamètre; donc le 
rayon DM de ce dernier cercle est égal à la tangente menée du point D 
au cercle I, ce qui permet de le déterminer. 

Problèmes sur la ligne droite. 

33. Construire une droite passant par deux points donnés réels, idéaux 
ou à V infini. 

Dire qu'une droite passe par un point idéal donné, c'est dire qu'elle 
est perpendiculaire à une droite donnée; et dire qu'une droite passe 
par un point donné à l'infini, c'est dire qu'elle e^i parallèle ^^ une droite 
donnée (26). 

Donc, en écartant le cas où les deux points donnés sont réels et le 
cas où ils sont l'un réel, l'autre idéal, ce qui revient à mener par un 
point une perpendiculaire à une droite, nous avons à résoudre les quatre 
problèmes suivants : 

I® Mener par un point une parallèle à une droite donnée. 

2** Mener une perpendiculaire commune à deux droites données. 

Ces deux problèmes ont été traités au n® 26. 

3*^ Mener une droite parallèle à une droite D et perpendiculaire à une 
droite D' {fig^ 27). 

Bolyai donne une solution de ce problème ; mais on arrive à une con- 
struction plus simple que la sienne en s'appuyant sur ce que les trois 

hauteurs d'un triangle concourent en un même point. 

G. 10 
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En effet, supposons d'abord que les droites D et D' se coupent en 
un point A, et soit DAD' l'angle aigu formé par ces deux droites. Nous 
savons qu'on peut trouver sur AD' un point B assez éloigné du point A 
pour que la perpendiculaire menée par ce point à la droite D' ne ren- 
contre pas la droite D; donc, en menant BC parallèle à AD, l'angle ABC 




sera aigu, lui aussi. Dans ces conditions, les perpendiculaires AF et 
BE abaissées des points A et B sur BC et AD respectivement se cou- 
pent en un point et, dans le triangle OAB, la hauteur OH issue du 
point est la droite demandée, car elle passe parle point de concours 
des deux autres hauteurs AD et BC, c'est-à-dire qu'elle leur est paral- 
lèle. 

Si maintenant les deux droites données D et D' ne se rencontrent 
pas, il n'y a qu'à mener par un point de D' une parallèle à D pour être 
ramené. au cas précédent. 

4^ Mener une parallèle à deux droites données H et D'. 

Il faut distinguer trois cas selon que les droites D et D' se rencon- 
trent, admettent une perpendiculaire commune, ou sont parallèles. 

Si D et D' se rencontrent, en menant la bissectrice de l'un des angles 
qu'elles forment, la droite menée perpendiculairement à cette bissec- 
trice et parallèlement à D sera aussi parallèle à D' par raison de symé- 
trie. Il y a donc quatre solutions. 

Si les droites D et D' admettent une perpendiculaire commune AA', 
en remplaçant, dans la construction précédente, la bissectrice par la 
perpendiculaire au milieu de AA', on a deux solutions. Il y en a deux 
autres, car les parallèles à D, menées par le milieu de AA', sont aussi 
parallèles à D'. 

Enfin, si les droites D et D' sont parallèles {fig. 28), soit C un point 
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de l'une et C un point de l'autre; nous savons que toute droite issue 
du point C et située dans l'angle DGC coupe la droite D'; donc la 
bissectrice de l'angle DCC rencontre la bissectrice de l'angle D'CC en 
un point 0. Les distances OP, OP' de ce point aux deux droites D et 

Fig. 28. 




D' étant égales, ces deux droites sont symétriques par rapport a la 
hauteur OH du triangle isoscèle OPP'; par conséquent, la droite BAB', 
menée perpendiculairement à OH et parallèlement à D, sera aussi 
parallèle à D'. 

Remarque, — Quelle que soit la position des deux droites D et D', 
on voit qu'il est toujours possible de construire une droite équidis- 

tante de D et de D'. 



Quadrilatère trirectangle et triangle rectangle. 

34. Les éléments d'un quadrilatère ABCD(y?g'. 29) qui a trois angles 
droits B, C, D sont liés par les relations 

shAD cosy , .^ i 

-r-157; = -: — *- = en AB = -1 — -r > 
shBC sina smA 

a, Y étant les angles aigus du triangle rectangle ABC, et A l'angle de 
parallélisme correspondant à la distance AB 

A=:n(AB). 

Nous avons vu (26) que, étant donné AB, en décrivant de C comme 
centre, avec AD pour rayon, un arc de cercle qui coupe AB en E, on a 

A=:^. 
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Réciproquement, A étant donné, on pourra faire un angle BAF égal 
à A, et l'on obtiendra la distance AB en menant BH perpendiculaire 
à AB et parallèle à AF. Donc : 

i** Si l'on donne BC et A, on peut construire AB et par suite AD; en 

prenant sur BA un point E tel que CE = AD, on aura BEC = A; donc 
on aura construit un triangle rectangle BEC, connaissant un côté de 
l'angle droit BC et V angle A opposé à ce côté, 

Fig. 29. 




2*^ Si Ton donne AD et BC, on peut construire le triangle BEC, ce 
qui donne A, et par suite AB; donc on peut construire le quadrilatère 
Irirectangle ABCD, connaissant deux côtés opposés AD et BC. 

3*' Si l'on donne a et y, en faisant deux angles égaux h a et k - -- y, 

qui aient le sommet et un côté communs, et en abaissant d'un point 
du côté commun des perpendiculaires sur les deux autres côtés, les 
longueurs a et c de ces perpendiculaires satisfont à la relation 



sha 



sina 



sh c cos y 



= sinA. 



En construisant un triangle rectangle qui ait c pour hypoténuse et 
a pour côté de l'angle droit, l'angle opposé à a sera égal à A; donc on 
pourra déterminer AB, et l'on aura construit un triangle rectangle 
ABC, connaissant les deux angles aigus ol et y. 



Intersection d'une droite et d'un hypercycle. 

35. Nous supposons l'hypercycle défini par son axe xy et par la 
distance S de l'un de ses points à l'axe. 

Si la droite donnée D rencontre l'axe xy en un point réel, on a à 
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construire un triangle rectangle, connaissant un côté de Tangle droit, 
S, et Tangle opposé, savoir l'angle de D avec xy. 

Si la droite D rencontre Taxe xy en un point idéal, on a à construire 
un quadrilatère trirectangle, connaissant deux côtés opposés, savoir c 
et la perpendiculaire commune aux deux droites D et xy. D'ailleurs, 
nous avons traité ce cas directement au n** 32. 

Enfin, supposons que la droite D soit parallèle à Taxe ocy{fig. 3o); 
d'un point A de cette droite abaissons AB perpendiculaire sur^y» ^t 

Fig. 3o. 




prenons sur BA une longueur BC = S; si nous menons CD' parallèle 
}\yxdu côté opposé à AD, cette droite CD' rencontre nécessairement 
AD en un point E. Comme la figure est symétrique par rapport à la 
perpendiculaire EF abaissée du point E sur xy. en prenant sur ED une 
longueur EH = EC, on aura le point H où la droite AD rencontre l'hy- 
percycle. 

Intersection d'un horicycle et d'une droite. 

36. Nous supposons l'horicycle défini par un de ses points A et par 
le rayon AB qui passe par ce point. 

i^ Si la droite donnée D est elle-même un rayon, c'est-à-dire si elle 
est parallèle à AB, le point où elle rencontre l'horicycle est symétrique 
de A par rapporta la droite équidùtante des deux droites D et AB {Re- 
marque An n® 33). 

On trouve dans Bolyai une autre solution, qui est compliquée et 
exige des constructions dans l'espace. 

2® Si la droite D passe par le point A, elle rencontre l'horicycle en 
un second point qui est symétrique de A par rapport au rayon perpen- 
diculaire à D. 

3^ Enfin, si la droite D est quelconque, les deux points M et M' 
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{fig* 3i) où elle coupe rhoricycle sont symétriques par rapport au 
point C où elle est rencontrée par le rayon CE qui lui est perpendicu- 
laire. 

Menons la droite AC qui rencontre l'horicycle en un second point 

Fig. 3i. 




A' que nous savons déterminer (2**), et décrivons un demi-cercle sur 
AA' comme diamètre; le point C ayant même puissance par rapport à 
ce cercle et par rapport à Thoricycle, en menant par le point C une 
perpendiculaire à AA' qui rencontre le cercle en N, nous aurons 
CN = CM = CM'. 



Intersection de deux cycles. 

37. Quelle que soit la nature des deux cycles, il est facile de recon- 
naître si leurs points d'intersection sont réels ou imaginaires en con- 
struisant les points oii ils sont rencontrés par la droite qui joint leurs 
centres; ensuite, on détermine leur axe radical par la méthode ordi- 
naire, en les coupant par un cercle auxiliaire que Ton fera passer par 
UM point de chacun d'eux. 

Considérons en particulier deux hypercycles 

ZZo-YYo— XXo=:shd, 
ZZi— YY,~XX4 = shd„ 

S et 8| étant les distances des deux hypercycles à leurs axes respectifs. 
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L'axe radical a pour équation 

ZZo~YYo>-XXo _ sh^, 
ZZ,-YYi— XX, "" sh^i' 

c'est le lieu des points tels que le rapport des sinus hyperboliques de 
leurs dislances aux axes des deux cycles soit égal à -ry • 

Cette propriété, qui est évidente géométriquement quand les deux 
hypercycles se coupent, fournit une construction de l'axe radical plus 
simple que la construction générale indiquée plus haut. 

Distinguons trois cas. 

1® Les axes xy^ x^y^ sont parallèles {fig> 32). — Construisons le 
point A où le premier hypercycle coupe x^y^, et le point A, oii le 

Fig. 32. 




second hypercycle coupe xy. Considérons le milieu M de AA, et 
menons MP et AB perpendiculaires %\xv xy, puis MP, et A|B< perpen- 
diculaires sur x^ yt ; comme 

shMP _ shAB _ sha 
shMPi ~" shAjBi ~ shd/ 

l'axe radical demandé est la parallèle à xy menée par le point M. 
2*^ Les axes xy, x^y^ se coupent en un point {fig* 33). — On pour- 



Fig. 33. 



v-^ 




u> 



rait faire la même construction que dans le cas précédent; mais il 
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est plus simple de prendre sur Ox et sur Oœ^ des longueurs 

OA=:o\, OA, = a, 

et alors l'axe radical demandé est la médiane OM du triangle OAA, ; 
car, en abaissant MP et MP, perpendiculaires sur les axes, on a 

shMP shOA, _ sha_ 
shMP, ~ shOA ~ sha/ 

3^ Les axesxy, x^y^ ont une perpendiculaire commune AB {Jig. 34). 
— Je prends sur Ao; un point quelconque C et, sur le prolongement 

Fig. 34. 
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de BA, une longueur OA = S, puis OA, = S,, et, par le point A<, je 
mène une perpendiculaire à OA qui rencontre OC en un point C,, en 
sorte que 



ihAC 



shOA 



sha 



IhAiCi shOAi sh(5i 

Donc, en prenant sur Bj< une longueur BD = A, C, , et en menant CD 
qui rencontre AB en un point M, on a 



shAM ihAC 



shd' 



shBM""lhBD ~ sh^i 
Taxe radical demandé est la perpendiculaire à AB au point M. 



Tangente à un cycle. 

38. La corde des contacts des tangentes issues d'un point donné est 
la polaire de ce point par rapport au cycle : on la construit par la 
méthode ordinaire, et, en cherchant les points où elle rencontre le 
cycle, on a les points de contact. 
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On peut aussi trouver pour chaque cas une méthode particulière. 
Par exemple, si l'on veut mener une tangente à un cercle perpendicu- 
laire à une droite donnée, on aura à construire un quadrilatère trirec- 
tangle dans lequel on connaît deux côtés, le rayon du cercle et la 
distance du centre à la droite donnée. 

Dans le cas où le point donné est réel oxy à Vinjini, on obtient la tan- 
gente demandée en menant une tangente quelconque, que Ton fait 
tourner autour du centre du cycle jusqu'à la faire passer par le point 
donné. La construction réussit pour un horicycle ou un hypercycle 
aussi bien que pour un cercle proprement dit. 

Quatrième proportionnelle. 

39. Étant données trois longueurs a, 6, c, on peut toujours construire 

une longueur x telle que 

, sh 6 sh c 

sha 

En effet, si l'une des longueurs 6 ou c est moindre que a, par 
exemple h<^a^ on pourra construire un triangle ayant pour côtés a 
et Cy et dans lequel la hauteur opposée au côté c est égale à 6; et alors 
la hauteur opposée au côté a sera la longueur cherchée x. 

Si les deux longueurs 6, c sont plus grandes que a, on peut faire un 
triangle rectangle OAB (yî^. 35) ayant pour hypoténuse OB = 6 et 

Fig. 35. 




pour côté de l'angle droit AS = a, en abaissant, d'un point B' pris sur 
le prolongement de l'hypoténuse, B'A' perpendiculaire sur OA; on a 

shA'B' "" sha' 
d'où 



_ shcshOB' 
^^'^- shA'B' ' 



G. 



1 1 
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et, comme on peut prendre OB' assez grand pour que A'B' soit supé- 
rieur à c, on sera ramené au cas précédent. 

On peut employer la même méthode pour construire un triangle 
rectangle OAB, connaissant l'angle et le côté opposé AB, problème 
déjà traité au n^ 34. En effet, puisqu'on donne l'angle 0, on peut 
trouver deux longueurs OB' et A'B' plus grandes que la longueur 
donnée AB, et telles que 

et, par conséquent, construire l'hypoténuse OB du triangle demandé 

en vertu de la relation 

shOB'shAB 



shOB=: 



shA'B 



/ !>' 



Construction des formules 



sh.r = — sha, 
n 

sh*J7 = shash^. 



40. Remarquons d'abord que, sur un horicycle défini par un de ses 
points, le point (/ig. 36), et par le rayon OB qui passe par ce point, 
on peut trouver un point A tel que OA soit égal à une longueur donnée a ; 
pour cela, il suffit de faire un angle BOA égal à l'angle de parallélisme 

correspondant à la distance -• 

De même, on peut trouver sur l'horicycle un point A dont la distance 
au rayon OB soit égale à une longueur donnée a; car, si par le point 
on mené une droite OQ de longueur égale à a et faisant avec le 
rayon OB un angle égal à l'angle de parallélisme correspondant à la 
distance a, la perpendiculaire à la droite OQ au point Q rencontrera 
l'horicycle au point cherché A. 

Prenons pour origine le point 0, et pour axe des y le rayon OB; 
l'équation de l'horicycle est 

Z- Y-I=:0 



avec 
d'où 
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Z»-Y'-X»=i; 



X«=:aY, 



équation qui rappelle celle de la parabole en Géométrie euclidienne 



Fig. 36. 




Ainsi les coordonnées d'un point A de Thoricycle ont pour valeurs 



Z :=:chOA, 



2sh* — > 



a 



X=_-±2sh 



OA 



2 



par conséquent, la distance de deux points quelconques A, A' de l'ho- 
ricycle est donnée par la formule 

OA OA' OA OA' 

chAA'=ZZ'-YY'-XX'=chOAchOA'-4sh« — sh«^^nz4sh— sh^ 



2 



2 



d'où 



. AA' . OA' . OA 

sh — :^ sh sh — j 

22a 



(84) 

si les points A et A' sont du même côté de Oj; et 



^ AA' , OA , OA' 

sh — = sh h sh y 

2 2 2 



si les points A et A' sont de part et d'autre de O7. 

Or on peut déterminer les points A et A' de façon que — et — 

soient égales à des longueurs données a et a'; donc on peut con- 
struire une longueur x telle que 

shj7 = shazt: sha'. 

Ensuite, si Ton considère sur Thoricycle, à partir du point 0, une 
série de points équidistants 0, A^, A3, . .., on a 



2 


m 


sh ^>^» 


n 



2 



Il en résulte que, étant donnée une longueur a, on peut construire 
une longueurs? telle que 

sh^ m 

sha n 

En particulier, on peut partager un arc d'horicycle OA en n par- 
ties égales; il suffit pour cela de construire une longueur OA, telle 

que 

, OA, I , OA 

sh — = -sh 

2/12 

D'ailleurs, il est aisé d'évaluer la longueur de l'arc d'horicycle OA. 
En effet, soit 4 'a longueur d'une ligne brisée 0A,A2...Art-i A 
inscrite dans cet arc, la différence 

/^^('2Sh^+2Sh-*A*+...^-2Sh^^^^ 
\ 2 2 2 / 

tend vers zéro si le nombre des côtés de la ligne brisée augmente 
indéfiniment en même temps que chacun des côtés tend vers zéro. 
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Mais 



donc 



, OAt .Al A, , A«_iA u^^. 

sh — - 4-sh— î— î -H...-4-sh =sh — 

2 2 2 2 

1- / kOA 

liïn/,,:= ash — • 

C'est cette limite qui est, par définition, la mesure de la longueur 

de l'arc OA. Ainsi 

OA 



arcOA = 2sh 



2' 



Considérons maintenant un point fixe B situé surOjet défini par 
ses coordonnées o, Y,, Z,. L'équation d'une droite passant parce point 
est de la forme 

XX-hZ,Y-Y,Z=:o; 

et, en formant Téquation aux X des points d'intersection A et A' de 
cette droite avec l'horicycle, on trouve 

2XX-4-Z,X»-Y,(X«+2):=zO. 

Le produit des racines de cette équation reste constant quand la sé- 
cante tourne autour du point B. Ainsi 

shAPshA'P' = consl., 

ou 

, OA , OA' 
sh — sh ■= const. 

2 2 

Par conséquent, étant données deux longueurs a et a', on peut 
construire une longueurs: telle que 

sh*a; = sha sha'. 

Car, sur l'horicycle déterminé par le point et le rayon Oj, on peut 
trouver deux points A et A' situés de part et d'autre de Oy et à des 
distances de 0/ respectivement égales à a et à a' 

AP = a, A'P'=:a'. 
Menons AA' qui rencontre Oy en un point B, et, par ce point B, me- 
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nons une perpendiculaire à Oy qui rencontre Thoricycle en un point M : 

nous aurons 

sh«BM = shAPshAT', 

d'où BM = X. 

D'ailleurs on peut se dispenser de construire le point M en remar- 
quant que le pointB a même puissance par rapport à tous les cycles pas- 
sant' par A et A'; donc, en décrivant un demi-cercle sur AA' comme 
diamètre et en menant par le pointB une perpendiculaire à AA' qui 
rencontre ce demi-cercle en un point N, on a 

BN m BM = a:. 

On aurait pu déterminer les points A et A' de façon que 

OA OA' 



= a, =a', 



et alors on aurait eu a? = — 

2 



Expression générale des longaeurs que Ton peut construire avec la régie 

et le compas. 

41. Désignons par F une fonction algébrique qui ne contienne pas 
d'autres symboles irrationnels que des radicaux d'indice égal à 2, 

Il résulte du numéro précédent que, étant donnés des longueurs a,, 
a,, a,, ... et des nombres entiers /i|, /i,, /i,, . .., on peut construire 
une longueur x telle que 

shd7=:F(sha,, shaj, . . ., /i|, /i„ ... ), 

pourvu que la fonction F soit homogène et du premier degré par rap- 
port aux quantités shaf, sha^, .... 

Il est aisé d'en conclure qu'on ne peut construire une longueur x 
telle que 

(i) e* = F(c^i, c% . . ., n,, /i,, . . .). 

En effet, cette égalité peut s'écrire 



cho: 



= K-f) 
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Or, si l'on remplace e*» par 



sha 



2sh 



ai /sh* 2 ai 



- f F H- =; j devient une fonction homogène et du degré o des quantités 

sh2a, et sha,; donc, en se donnant une longueur arbitraire 6, on peut 
construire une longueur j' telle que 



shjK_ 



sh6 



= K^*r)> 



ensuite, en supposant j > 6, on construira un angle A tel que 

sh b siii A ^ 

et alors on sera ramené à construire une longueur x telle que 



Cha7= -: — T-j 

siiiA 



ce que Ton sait faire (26). 

On abrège notablement les constructions en s'appuyant sur la rela- 
tion qui existe entre la corde Xh! et \9i flèche BC d'un arc d'horicycle 




{fig^ 37). Pour établir cette relation, prenons la corde AA' pour axe 
des X et la flèche BC pour axe des y\ Téquation de l'horicycle est 

Z-hY-chCAino. 

En écrivant que cette équation est vérifiée par les coordonnées du 

point B, on a 

chCB 4- shCB — chCA = o 



ou 



«cB = chCA. 



C. Q. P. D. 
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On voit d'ailleurs que, étant donnée Tune des longueurs CA ou CB, 
on peut construire l'autre. 

Ceci posé, si l'on veut construire x de façon que 

on commencera par déterminer des longueurs b^ telles que 



e«« T= ch bi 



Sh2^; 
2Sh6/ 



de sorte que, la fonction F devenant homogène et de degré o par rap- 
port aux quantités sh26/ et shi/, en se donnant une longueur arbi- 
traire A, on pourra construire une longueur j telle que 

Shit~'' 

après quoi on construit, comme plus haut, une longueur z telle que 



et enfin x de façon que 



Sh AT 



e^ = ch-s. 



Pour se convaincre que la formule (i) donne bien l'expression géné- 
rale des longueurs que l'on peut construire avec la règle et le compas, 
il suffit de remarquer que l'équation d'un cercle est de la forme 

et que l'équation d'une droite passant par deux points est de la forme 



X y z 
^1 y\ ^1 

^1 yi -ss 



= o. 



Si donc on considère une série de points déterminés par l'intersec- 
tion d'une série de droites et de cercles, le premier cercle ayant pour 
centre un point arbitraire de la première droite, tous les autres cercles 
ayant pour centre un des points déjà obtenus, et toutes les autres 
droites passant par deux des points déjà obtenus, il est clair que, en dé- 
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signant parr^, r^, ... les rayons des cercles successifs, la dislance S 
de deux points quelconques de la série sera donnée par une équation 
de la forme 

ch5=:F(e'"., e\ .. .), 

F représentant une fonction algébrique qui ne contient pas d'autres 
symboles irrationnels que des radicaux d'indice égala 2. 

Comme cas particulier, il peut arriver qu'un certain nombre des 
rayons r,- aient une valeur arbitraire qui n'influe pas sur la distance 
des deux points que l'on considère et que tous les autres rayons 
soient égaux à la distance de deux points déjà obtenus : dans ce cas, 
on a 

c3i=F(/ii, n,, n„ ...), 

F désignant toujours une fonction de même forme que précédemment, 
et n,, /^a, ... représentant des nombres ^entiers déterminés. Il en ré- 
sulte que e^ est racine d'une certaine équation à coefficients entiers. 

Or M. Hermite a démontré que le nombre e n'est racine d'aucune 
équation à coefficients entiers : donc il est impossible de construire 
une longueur S qui, dans le système adopté, ait pour mesure le 
nombre i, c'est-à-dire que la longueur K que Bolyai appelle Y unité 
naturelle de longueur {iQ) ne peut pas se construire avec la règle et 
le compas. 

Si, parmi les quantités données, figurent des angles co/, on con- 
struira des longueurs i,-, ci telles que 

sh bi 

-r — = sinci)|: 

shc/ 

par conséquent, l'expression générale des longueurs que l'on peut 
construire avec la règle et le compas est alors donnée par la formule 

c«=:F(e«seS . . . , e«.', e^a', ...). 

De même, pour l'expression générale des angles que l'on peut con- 
struire avec la règle et le compas, on a 

e*' = F(e«., e«., ..., e".', e«.'', ...). 
G. 12 
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Constructions particulières. 

42. Étant données deux longueurs a et i, construire deux longueurs 
X et y telles que 

j sho? -h shj = shflf, 

Soient OA et OA' deux cordewS d'un horicycle H (y?^. 36) ayant pour 
longueurs respectives ix et iy\ nous savons que 

, A.V , OA , OA' 

sh = sh h sh : 

2 2 1 

donc la corde AA' sera égale à aa, et, par suite, cette corde sera tan- 
gente à un horicycle H' concentrique à H et facile à déterminer. En- 
suite, par le point B où AA' rencontre le rayon Oj, menons une per- 
pendiculaire à Oj qui rencontre Thoricycle H en un point M : nous 

aurons 

,,0M . OA , OA' 
sh* = sh sh — 



2 2 2 ' 



donc OM = 26. On pourra donc déterminer le point M et, par suite, 
le point B; en menant par le point B une tangente à Thoricycie H', et 
en cherchant les points A et A' où cette tangente rencontre Thori- 
cycle H, on obtiendra les longueurs demandées OA = ix, OA' = 2j. 
On traite de même le svstème 

( sh.r — shr = sha, 
1 shjcshj^ = sh*6; 

mais on peut trouver, pour chacun de ces deux systèmes, d'autres 
constructions plus simples que la précédente. 

D'abord pour le système (i). Considérons x ^X y comme les dis- 
tances de deux points A, A' de Thoricyclc H ijig- 36) au rayon Oj 

.r=:AP, 7 = A'P'. 

En abaissant A'R perpendiculaire sur le rayon qui passepar lepoint A, 
on a 

shA'R=:shAP-+-shA'P'; 
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donc A'R = a, ce qui permet de placer la corde AA' dans l'horicycle. 
Ensuite, en appelant toujours B le point de rencontre de AA' avec Ov 
et N le point du demi-cercle décrit sur AA' comme diamètre qui se 
projette en B sur AA', nous avons vu au n° 40 que 

sh*BN = shAPshA'P'; 

donc BN = b, ce qui permet de construire le point N et, par suite, le 
point B; il ne reste plus qu'à abaisser AP et A'P' perpendiculaires sur 
le rayon qui passe par le point B. 

Passons au système (2), et considérons 2aî et 2j comme les lon- 
gueurs de deux cordes AB et AC d'un horicycle situées du même côté 
du rayon AD qui passe par le point A {fig^ 38). On a d'abord 

^ BC ^ AB ^ AC 

sh — = sn sh — : 

3 2 2 

d'où BC = 2a, ce qui permet de placer la corde BC dans l'horicyclc. 

Fig. 38. 



Ensuite, en abaissant AH perpendiculaire sur BC, on a 

, ,„ shABshACsinBAC 
^'^^" = ihBC ^ 

d'où, en remplaçant BAC par DAC — DAB et en remarquant (26) que 

sinDAC=: r-?:' sinDAB = 7^, 

, AL , Ad 

ch — en — 

2 2 

AT AR 

cosI)AC=ih— , cosDAB:= ih— , 

2 2 
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on déduit 



shAHn^ 



, . AB , AC / . AB , AC 

4 sa — sh — sn sh — 

2 2 \ 2 2 

sïÏBC 



, AB , AC 

2 sh — sh — 

2 2 



ch 



BC 



expression remarquable de la hauteur d'un triangle inscrit dans un 

horicycle. Ensuite, si nous construisons une corde CM de Thoricycle 

égale à 26, en abaissant CP perpendiculaire sur la tangente en M, nous 

aurons de même 

shCP = 2sh'^>, 

d'où 

sh AH =: — S5 = sh GP sin A, 



ch 



BG 



BC 



A étant Tangle de parallélisme correspondant à la distance — ; donc, 

en prenant sur le rayon qui passe par le point C une longueur CQ = CP 
et en abaissant QR perpendiculaire sur BC, on aura enfin 

QR = AH, 

ce qui permettra de construire le point A. 

43. Construire une longueur x telle que 

sh*j7 = sh'a -h sh*a'. 

Soient OA et OA' (fig. 3g) deux cordes d'un horicycle ayant pour lon- 




R-«> 



gueurs respectives 2a et 2a\ et considérons la longueur inconnue 2X 
comme une corde OM du même horicycle, de sorte que 



sh 



, OM , . OA , , OA' 

' = sh* h sh' ; 



(93) 
d'où, en abaissant AQ, A'Q', MR perpendiculaires sur la tangente en 0, 

shMR = shAQH-shA'Q'. 

Connaissant AQ et A'Q', on pourra construire une longueur MR satis- 
faisant à cette relation et, par suite, déterminer le point M. 

On peut aussi remarquer que, en abaissant AP et A'P' perpendicu- 
laires sur le rayon Oj, on a 

shAP i=2sh — z=:2sha, 

2 



D'autre part. 



OA' 

sh A' P' rr: 2 sh — 2 sh a\ 

2 



«^PuzchAP, 
^Pz=chA'P', 



d'où 



Knn/_ ' / chAP eh A'P' 
"^^^^ ~2UhAP'"^ chAP 



) 



ou 

2chPP'chAPchA'P'=:sh*AP + sh*A'P'-+-2; 

donc, en appelant ^ l'hypoténuse du triangle rectangle qui aurait pour 
côtés de l'angle droit AP et PA', on a 

2ch(3 = /Jsh'a + 4sh*a'-h 2, 

d'où 

2 

Cela revient à dire que, si l'on fait tourner le demi-horicycle OA' 
autour de Oj jusqu'à ce qu'il vienne se placer dans un plan perpen- 
diculaire au plan jOA, les trois arcs d'horicycles OA, OA', AA' seront 
liés par la relation 

(arcAA')*= (arcOA)»H- (arcOA')'. 

On sait d'ailleurs, depuis Lobatschewsky, qu'on peut faire toutes 
les constructions de la Géométrie euclidienne sur la surface, appelée 
honsphèrcy qui est engendrée par un horicycle tournant autour d'un de 
ses rayons. Si nous avons évité la considération de cette surface, 
c'est pour montrer que la Géométrie plane se suffit à elle-même. 
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Polygones réguliers. 

44. Le côté a d'un polygone régulier de n côtés inscrit dans un 
cercle de rayon r satisfait à la relation 

sh — = shr sin — • 
2 n 

Donc on peut construire a toutes les fois que la valeur de sin - peut 

s'obtenir en résolvant une ou plusieurs équations du second degré à 
coefficients entiers, c'est-à-dire pour 

n =. 3, 4) ^f ^y ^9 .... 

Ainsi on peut construire en Géométrie non euclidienne les mêmes po- 
lygones réguliers qu'en Géométrie euclidienne. 
Par exemple, pour n = 6, 

sh - = - shr. 

2 2 

Or, si par les extrémités d'un diamètre AB (/ig. 4o) du cercle con- 

Fig. 4o- 




sidéré on fait passer un horicycle qui rencontre en M le diamètre 
perpendiculaire à AB, on a 

AM 



sh 



2 



I ^ AB 

- sh — 



donc AM est le côté de l'hexagone régulier inscrit dans le cercle de 
diamètre AB. 

Cette construction est due à Bolyai, qui y est arrivé par la considé- 
ration de l'horisphère. 
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Déplacement d'une figure dans le plan. 

45. Nous avons admis au n° 38 que tout déplacement d'une figure 
dans le plan équivaut à une rotation autour d'un point fixe réel, idéal 
ou à Vinfini, 

Pour établir cette proposition, désignons par X, Y, Z les coordon- 
nées normales d'un point M réel ou idéal relativement à deux axes rec- 
tangulaires Oo?, Oj. Supposons que, après le déplacement, le point M 
soit venu en M' et que le système xQy soit venu en jp'O'y ; les coor- 
données du point M' dans le système a:' O'y sont toujours X, Y, Z; donc 
les coordonnées de ce point dans le système ^Oj sont 
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X'=:aX4-a'Y-ha'^Z, 
Y'=^>X-+-6'Y4-^*Z, 
Z'=:cX4-c'Y4-c''Z, 



les neuf coefficients a, 6, c, ... étant liés par les relations (2) du 
n° 18. 
Pour que le point M soit resté fixe, il faut que 

X'=:X, Yi=Y, Z'ii^^Z, 

c'est-à-dire que le point M doit appartenir aux trois droites 

/ (a — i)X-f- a' Y -h a'^Z^o, 

(2) I 6X-+-(6'-i)Y-h b'Z-o, 

{ cX-h c'Yh-(c''— i)Zi=o. 

Or le déterminant 

a — \ a' a" 

h b'—\ h" 



c — I 



est nul en vertu des relations 



a a or 
b b' b" 



= -M 



b'c'-^&b'^ a, c'a — a" c = b', ab' — ba'^ c"; 

donc les trois droites (2) concourent en un même point. 
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Soit I ce point : trois cas peuvent se présenter. 

i*^ Le point I est réel. — En prenant ce point pour origine des coor- 
données, les formules (i) se présentent sous la forme 

X' = X cos a — Y sin a, 
Y' = X sin a 4- Y cos «, 
Z' = Z; 

donc tous les points du plan tournent autour du point I d'un angle a. 

2P Le point I est idéaL — Alors sa polaire P est réelle. En prenant 
cette polaire pour axe des a?, les formules (i) prennent la forme 

X'z=Xch(Î4-Zsha, 

Y'=Y, 

Z'=Xsh* + Zcha; 

donc tous les points du plan décrivent des hypercycles ayant pour axe 
la droite P, et leurs projections sur cette droite parcourent des che- 
mins égaux à S. 

Remarque. — Que le point I soit réel ou idéal, sa polaire rencontre 
le cercle de l'infini en deux points V et T qui restent immobiles : ainsi 
il y a dans le plan trois points fixes I, l\ V (Klein). Si le calcul précé- 
dent ne nous en a donné qu'un, cela tient à ce que les points l et 1" 
n'ont pas de coordonnées normales. Mais rien n'empêche de convenir 
que, dans les formules (i), X, Y, Z et X', Y', Z' désignent les coordon- 
nées homogènes des deux points M et M'; alors, pour que ces deux 
points coïncident, il suffit que 



ce qui donne 



X'=XX, Y' = XY, Z' = XZ; 



a — l a' a' 

b b'-'l h' 

c c' c"—! 



— o, 



ou, en développant. 
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En prenant la racine X = i, on retrouve le point I; les deux autres 
racines donnent les points V et T. 

3" Le point I est à Vinfinù — En faisant passer Taxe des y par ce 
point, les formules (i) deviennent 



X' = 


X- 


- bY + bZ, 




Y- 


:ÔX 


-f-(i i<!»')Y-f- 


i i'Z, 


7,'- 


b\ 


iA'y-t-(i-t-J 


6')Z. 



On en déduit d'abord 



7y-Y'=:Z — Y, 



ce qui montre que les points M et M' dont les coordonnées sont X, 
Y, Z et X', Y', Z' se trouvent sur un même horicycle ayant pour centre 
le point I. 

Ensuite considérons Thoricycle H qui a pour centre le point I et 
qui passe par l'origine; et projetons les points M et M' sur cet hori- 
cycle en N et en N' (^g. 4i)» c'est-à-dire menons par les points M et 




M' des parallèles à Oy qui rencontrent l'horicycle H en N et en N'. 
Désignons par $ et par Ç' les arcs d'horicycle ON, O'N' considérés 
comme positifs à droite de Oy et comme négatifs à gauche 

ON 



2sh 



'E,'= 2sh 



2 

ON' 



et par y), yj' les distances MN, M'N' considérées comme positives du 
côté de Oy et comme négatives du côté opposé. 

G. i3 
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Les quantités H, y|, qu'on peut appeler les coordonnées horicycUques 
(lu point M, définissent la position de ce point par rapport à Thori- 
cycle H. 

Or nous savons (40) que les coordonnées normales du point N ont 
pour valeurs 

\ , =z 2 sh = £, 

ON 

Z, = chON =i-Hl^*; 

on en déduit sans peine que celles du point M sont données par les 
formules 

Y = Yje-^-h sh-n zr i^'e-^-h sht), 

Z = Z, e-^ -h sh-n = (i-h -il^)e-'^ -H shïï, 

et celles du point M' par des formules analogues. 
En substituant dans les relations 

Z'-Y'=Z— V, 

X'-X=:6(Z-Y), 

on trouve d'abord 

d'où Y]' = Y], ce qui montre à nouveau que les points M et M' sont sur 
un même horicycle concentrique à H; ensuite 

donc l'arc d'horicycle NN'= $'— ^ est constant et égal à b. 

Ainsi, tous les points du plan restent à une distance constante de 
V horicycle H, et leurs projections sur cet horicycle parcourent des chemins 
égaux à b. 

On pourrait d'ailleurs démontrer tout ce qui précède par des rai- 
sonnements géométriques analogues à ceux qu'on fait en Géométrie 
euclidienne. 
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Les coordonnées horicycliques que nous avons définies plus haut 
ont été introduites par Beltrami et par M. Flye Sainte-Marie. 

Les formules précédentes montrent que, dans ce système de coor- 
données, Téquation d'une droite est de la forme 



i>— ■■ 
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CHAPITRE IIL 



MESURE DES AIRES 



46. On appelle polygone une portion de plan limitée par une ligne 
hrisée fermée dont les côtés ne s'entrecoupent pas : 

i*^ On dit que deux polygones sont équivalents quand ils sont ou 
supcrposables ou composés d'un même nombre de polygones super- 
posahles chacun à chacun. 

Il en résulte que deux polygones formés d'un même nombre de po- 
lygones équivalents chacun à chacun sont eux-mêmes équivalents. 

De plus, il est facile de montrer que deux polygones k et ^ équi- 
valents à un troisième polygone C sont équivalents. En effet, par hypo- 
thèse, on peut décomposer C en parties a^ avec lesquelles on peut 
former A, et en parties ^/ avec lesquelles on peut former B. Mais, si 
l'on trace à la fois dans le polygone C les lignes qui limitent les a, et 
celles qui limitent les p^, le polygone C se trouvera décomposé en par- 
ties Y, avec lesquelles on pourra former soit A, soit B. Donc A et B 
sont équivalents. 

Cette démonstration est d'ailleurs connue depuis longtemps, bien 
qu'elle soit assez peu répandue. 

1^ On dit qu'un polygone A est la somme de plusieurs polygones B, 
C, D quand il est formé de polygones partiels respectivement équiva- 
lents à B, C, D. 

3*^ On dit qu'un polygone A est plus grand qu'un polygone B, ou 
que B est plus petit que A, quand on peut trouver un troisième poly- 
gone C tel que A soit la somme de B et de C. 

47. Comme on peut décomposer un polygone en plusieurs autres 
d'une infinité de manières, il y a lieu de démontrer que chacune des 
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trois relations 



A = B, A>B, A<B 

exclut les deux autres. 

Pour peu qu'on réfléchisse à cette proposition, on reconnaîtra qu'elle 
n'est rien moins qu'évidente. Pour la démontrer, M. Flye Sainte- 
Marie propose de décomposer le plan en zones identiques par une suites 
illimitée d'horicycles concentriques et équidistants, puis de partager 
toutes ces zones en cases identiques par des -normales communes 
limitées à deux horicycles successifs; après quoi, en désignant par n 
le nombre des cases situées à l'intérieur d'une surface A, et par n' le 
nombre des cases situées à l'intérieur d'une autre surface B, on dé- 
montrerait : 

1® Que, si A et B sont équivalentes, c'est-à-dire formées de parties 
superposables, à tout nombre positif £ on peut faire correspondre une 
longueur d telle que, si les dimensions des cases sont inférieures à d, 
on ait 

n 

I — £ < — < 14- e, 

quelle que soit la position des surfaces A et B dans le plan; 

2^ Que, si A^B, on peut trouver un nombre positif t' et une 
longueur^' tels que, si les dimensions des cases sont moindres que d\ 
on ait 

n , 

-7 > I -H £ • 
n 

Il en résulte évidemment que les hypothèses A = B, A>B sont in- 
compatibles. 

Mais, en se bornant, comme nous le faisons, à la considération des 
polygones, l'incompatibilité des hypothèses A = B et A]>B résulte 
immédiatement de la comparaison des déficits de A et de B. 

En effet, nous avons appelé déficit d'un polygone de n côtés (4) ce 
qui manque à la somme de ses angles pour faire {n — 2)7:, en suppo- 
sant, bien entendu, que, s'il y a des angles rentrantSy on attribue k 
chacun d'eux une valeur comprise entre ii et 27c. Or on voit aisément 
que, si à un polygone P on ajoute un triangle T, de quelque manière 
que se fasse la juxtaposition, le déficit du polygone ainsi formé est la 
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somme des déficits de P et de T; on en déduit que, si un polygone est 
la somme de plusieurs autres, son déficit est la somme des déficits 
des polygones partiels. Donc : 

i*" Si les polygones A, B sont équivalents, c'est-à-dire formés des 
mêmes polygones partiels, leurs déficits sont égaux. 

2" Si A^B, c'est-à-dire si Ton peut trouver un troisième poly- 
gone C tel que A = B -h C, le déficit de A est plus grand que celui 
de B. 

Comme le déficit de A ne peut pas être en même temps égal et su- 
périeur à celui de B (2), il faut en conclure que les relations A = B, 
A>B s'excluent mutuellement. 

Le raisonnement qu'on vient de faire s'applique à la Géométrie sphé- 
rique, en remplaçant la considération du déficit par la considération 
de Veœcés sphérique. 

Nous allons montrer que, en Géométrie euclidienne, on peut trouver 
quelque chose d'analogue. 

Traçons dans le plan deux axes rectangulaires Oo?, Oy et dési- 
gnons par 

les sommets d'un polygone, tels qu'ils se présentent en parcourant le 
périmètre du polygone dans X^sens dit positif y c'est-à-dire, en suppo- 
sant les axes disposés comme l'indique la figure {fig* 42), dans un 
sens tel qu'on ait constamment à sa gauche l'intérieur du polygone. 

Fig. 42. 




JCV 



Désignons par a?,-, yi les coordonnées de A/ et considérons l'ex- 
pression 

S = 



^i 


x^ 


4- 


x^ 


Xi 


-+-.. 


.4- 


^n 


Xi 


7i 


yt 




yt 


yi 






yn 


yi 
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Il est aisé de voir, en considérant les formules de transformation 



j 



et 



%2y ^0 '^ ' 



jcz=ix' cosa — /'sina, 
j^ r=: j?' sin a -+- y- ces a, 



que la valeur de cette expression ne change pas quand les axes se dé- 
placent dans le plan. 

De plus, si Ton retourne le système xOy, en changeant le sens de 
Taxe des y sans toucher à Taxe des x, les y des divers sommets 
changent de signe; mais en même temps il faut renverser le numéro- 
tage des sommets : A^ devient A;,, A3 devient A^j^,, ...; par consé- 
quent, S reprend la même valeur. 

Ainsi la valeur de S est indépendante du choix des axes, ou, ce qui 
revient au même, indépendante de la position du polygone dans le 
plan. 

Or la S d'un triangle A,A2A3 est positive, car, en prenant A, pour 
origine et A< Aa pour axe des a?, on a 



S = 






— •2:,y,>o. 



Ensuite, s'il s'agit d'un quadrilatère A, Aj A, A», en posant 



• « 


Xi 


Xj 


v = 








yi 


yj 



l'identité 



12 -h 23 -h 34 -H 4i = (12 -f--'23-4-3i)-t-(i3 4-34-h4i) 



montre que la S du quadrilatère A^x^jAjA, est la somme des S des 
triangles A< AaA3, A< A3 A^. 

En général, si un polygone est la somme de plusieurs autres, sa S 
est la somme des S des polygones partiels. 

En particulier, comme tout polygone peut se décomposer en 
triangles, la S d'un polygone est un nombre essentiellement positif. 
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Ceci posé, 

ï® Si deux polygones A et B sont équivalents, c'est-k-dire formés 
des mêmes polygones partiels, ils ont même S; 

2^ Si A>>B, c'est-à-dire si l'on peut trouver un troisième poly- 
gone C tel que A = B -h C, la S de A est plus grande que celle de B. 

Comme la S de A ne peut pas être à la fois égale et supérieure à 
celle de B, il faut en conclure que les hypothèses A = B, A > B sont 
incompatibles. 

On voit que la démonstration précédente repose tout entière sur la 
distinction des deux sens dans lesquels on peut parcourir le périmètre 
d'un polygone ABCDE {^fig- 4^); il importe donc de définir le sens po- 
sitif d'une façon aussi précise que possible. A cet effet, imaginons 
qu'on déplace l'angle droita;Ovdansle plan, de manière que le point 
vienne en B et que Oj se place sur la bissectrice de l'angle ABC à Vin- 
térieur du polygone : Ox tombera d'un côté ou de l'autre. Supposons 
qu'il tombe du côté de BC : c'est le sens de B vers C qui sera le sens 
positif sur le côté BC. Or, en déplaçant de nouveau l'angle xOy de 
manière que le point vienne en C et que Qy se place sur la bissec- 
trice de l'angle BCD et toujours a l'intérieur du polygone, on voit que 
0^ tombe nécessairement du côté de CD : c'est donc le sens de C 
vers D qu'il faudra prendre pour sens positif sur le côté CD. Kt ainsi 
(le suite. 

48. Revenons à la Géométrie non euclidienne, et montrons que 
deux polygones quelconques sont comparables, c'est-à-dire qu'entre 
deux polygones A et B, il existe toujours l'une des trois relations 

A=B, A>n, A<B. 

Considérons un triangle ABC {fig. 43) et menons la droite DE qui 
joint les milieux des côtés CA et CB. Les angles CDE, CED ne sont pas 
tous deux obtus ; supposons, par exemple, que CDE soit aigu. 

En prolongeant DE d'une longueur EF = DE, on forme un quadri- 
latère ABFD évidemment équivalent au triangle ABC; ensuite, abais- 
sons AH et BG perpendiculaires sur DE; comme l'angle CDE est aigu 
ainsi que l'angle F, qui lui est égal, les points H et G tombent l'un à 
gauche de D, l'autre à gauche de F. Les deux triangles AHD et BGF 
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sont égaux : Bolyai en conclut que les quadrilatères ABFD et ABGH, 
qui s'obtiennent en retranchant ces deux triangles de la figure to- 
tale ABFH, sont équivalents. Mais, à notre point de vue, pour établir 
l'équivalence de ces deux quadrilatères, il faut montrer qu'on peut les 
décomposer en parties superposables chacune à chacune. 

Fig. 43. 




Cela est évident si les deux segments égaux HD, GF n'empiètent pas 
l'un sur l'autre. 

Dans le cas contraire, partageons ces deux segments HD, GF en un 
même nombre n de parties égales qui soient chacune moindres que HG, 
et, par les points de division, menons 

perpendiculaires à HF, de manière k décomposer les triangles AHD, 
BGF en parties respectivement égales chacune à chacune. 

Le quadrilatère AHH< A, est contenu tout entier dans AHGB, puisque 
HH<<HG; donc, en transportant AHH,A< enBGG^B^, on transforme 
le quadrilatère AHGB en un hexagone équivalent AA, H,G«B,B 

AHGB=:AAiHiG,B,B; 

de même 

AA,HiGiBiB = AA,H,G2B,B; 

et ainsi de suite. 

Finalement on arrive au quadrilatère ADFB. Donc 



AHGB = ADFB = ABC. 



G. 



C. Q. F. D. 

i4 
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Inversement, si sur la droite HE on prend un point quelconque D', en 
menant la droite AD' et en la prolongeant d'une longueur D'C' = AD', 
on aura un triangle ABC équivalent à AHGB, et par conséquent (46) 
équivalent au triangle ABC. De plus, on peut faire en sorte que le 
côté AC du nouveau triangle soit égal à une longueur donnée / plus 

grande que AC : il suffit pour cela de prendre AD'= -• 

Ainsi, étant donnés deux triangles quelconques T et T', on pourra 
construire deux triangles ABC, ABC (^g. 44) de même base AB, res- 

Fig. 44. 




pectivement équivalents à T et à T'. Joignons les milieux D, E et D', E' 
des côtés CA, CB et C'A, CB; et abaissons BG et AH perpendiculaires 
sur DE ; le quadrilatère x\BGH ainsi obtenu étant birectangle et isoscèle, 
la perpendiculaire à AB en son milieu Oest aussi perpendiculaire a DE 
on un point M; et, pour la même raison, elle est aussi perpendiculaire 
à DE' en un point M'. De trois choses l'une : ou OM = ()>!', et alors 
les triangles T et T' sont équivalents; 

Ou OM>OM'; alors D'E' rencontre BC en un point E", et, en pre- 
nant sur BC une longueur E"C'=BE", on obtient un triangle ABC 
équivalent à ABC et contenu tout entier dans ABC : donc 

TmT .+-ACC>T'; 
Ou OM^ OM; alors on trouve un triangle T" tel que 

r = ï 4- T\ 



d'où 



r>T. 
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Soient maintenant deux polygones quelconques A et B; décompo- 
sons-les en triangles a/ et />, 

A = <7| -h flJj -t- . . . , 

Comparons les triangles a, et è, comme on vient de l'expliquer; 
nous trouverons, par exemple, 

ai=:6, -ha,; 

comparons ensuite a, et 6^; nous trouverons, par exemple, 

comparons a^ et ^^ , et ainsi de suite. Finalement, 

Ou les deux polygones A, B seront épuisés en même temps, et alors 
A = B, 

Ou B sera épuisé avant A; alors, en appelant A' ce qui reste de A, 

on a 

A = B-hA'>.B; 

Ou A sera épuisé avant B; alors, en appelant B' ce qui reste de B, 

on a 

Br=A-f-B'>A. 

Dans le premier cas, le déficit de A sera égal à celui de B; dans le 
second cas, il sera plus grand, et, dans le troisième, plus petit. 

Donc, réciproquement, selon que le déficit de A sera égal, supé- 
rieur ou inférieur à celui de B, on en conclura que A est lui-même 
équivalent, supérieur ou inférieur à B. 

Corollaires. 

i"" Si le déficit de A est égal à la somme des déficits de B et de C, 
onaA = B-hC. 

2° Si A> B, il y a une infinité de polygones X qui vérifient l'équa- 
tion 

B-hX = A; 
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mais ils sont tous équivalents puisqu'ils ont même déficit, savoir 

déficit A — déficit B; 

on peut donc désigner l'un quelconque d'entre eux par le symbole 
A — B. 

3" Si A > B, on peut trouver un entier m tel que 

/nB> A; 

cela résulte de ce qu'on peut déterminer m de façon que 

m déficit B > déficit A. 

/i"* A et B étant deux polygones quelconques, h chaque enti(M* n, on 
peut faire correspondre un entier m tel que 

m\\ink< {m -m)B. 

La fraction — ainsi déterminée s'appelle fa valeur approchée h - 
près du rapport vr; et l'on définit le rapport jt lui-même, comme un 

nombre supérieur ou égal à tous les — et inférieur aux 

Mais, pour tous les systèmes de valeurs de m et de n satisfaisant 
aux relations précédentes, on a aussi 

m déficit Bl/î déficit A < (m -m) déficit B. 

Il en résulte 

A _ déficit A 

B - déficit B' 

Le rapport de deux polygones est égal au rapport de leurs déficits. 

C'est le théorème que nous voulions établir. 

On voit que, à la rigueur, il n'est pas nécessaire de savoir diviser B 
en n parties équivalentes. Néanmoins, pour ne rien laisser à désirer, 
nous allons montrer que cette division est possible toutes les fois que 
n est une puissance de 2. 

Soit n = 2^, et désignons par ^ le déficit de B. On peut choisir un 



j 
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entier q de façon à satisfaire aux relations 



9lp^ 



(3 TT 

2^ 2' 



puis faire un angle 



2^ 



2 



et mener une perpendiculaire BC au o^oikGh qui ne rencontre pas l'autre 
côté OA {Jîg. 45) : en menant la perpendiculaire commune DE aux 



Fig. 45. 
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deux droites OA et BC, on obtient un quadrilatère Irirectangle OBED, 
dont le déficit est égal à ~ Par conséquent, en juxtaposant 2^ '^ qua- 
drilatères égaux à OBED, on forme un polygone qui, ayant pour déficit 

27-/» A = Ë, 

2^ n 

sera précisément la /i**""* partie de B. 

49. Enfin, pour terminer, considérons l'espace compris entre deux 
parallèles OA, FG et la perpendiculaire OF abaissée d'un point de OA 
sur FG {fig- 45). Soit M un point mobile sur OA et MP la perpendi- 
culaire abaissée de ce point sur FG : nous allons montrer que l'aire 
du quadrilatère OMPF tend vers une limite lorsque le point M s'éloigne 
indéfiniment. 

Construisons, comme plus haut, un quadrilatère trirectangle OBED 
qui ait pour angle aigu l'angle AOF; comme Tangle OMP est obtus, le 
quadrilatère OMPF est moindre que le quadrilatère ODEB, et la diiïé- 
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rence entre ces deux quadrilatères est un polygone ayant pour déficit 

- —AMP : donc pour établir que cette différence peut devenir moindre 

qu'un polygone donné Q, il suffit de montrer que, en désignant par oj 
le déficit de Q, on peut déterminer le point M de façon que 



- -:- ÀMP < 0). 

2 



En effet, construisons un triangle rectangle dont Tun des angles 
aigus soit égal à ( - — a>j, et soit S le côté de l'angle droit de ce triangle 

qui est adjacent à l'angle (- — (nj; nous pourrons déterminer le point 

M de façon que MF = S (35), et alors l'angle AMP, qui est l'angle de 
parallélisme correspondant à la distance S, sera manifestement plus 

grand que (-— (oj. c. q. f. d. 

Ainsi le quadrilatère OMPF a pour limite ODEB, et l'on peut dire, 
dans un certain sens, que l'aire illimitée AOFG est équivalente à ODEB. 



Vu et approuvé : 
Paris, le i3 septembre 1892. 
Le Doyen de la Faculté des Sciences, 
G. DARBOUX. 
Vu et permis d'imprimer : 
Paris, le i3 septembre 1892. 
Le Vice-Recteur de l'Académie de Paris, 

GRÉARD. 



SECONDE THÈSE. 



PROPOSITIONS DONNÉES PAR LA FACULTÉ. 



Fonctions doublement périodiques de troisième espèce. 

Vu et approuvé : 
Paris, ie i3 septembre 189^. 
Le Doyen de là Faculté des Sciences, 
G. DARBOUX. 
Vu et permis d* imprimer : 
Paris, le i3 septembre 189a. 
Le Vicb-Hecteur de l'Académie de Paris, 

GRËARD. 
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